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У доповіді наведено огляд останніх результатів щодо розв ’я- 
зування задач комбінаторної оптимізації на розміщеннях, у  
тому числі з імовірнісною невизначеністю. Розглянуто власти­
вості задач, методи їх р о зв ’язування, питання побудови моде­
лей прикладних задач.

-  ©  ПУЕТ - 85



Іетеіз О. О., ВагЬоІіпа Т. М. 8(осказ(іс апії іїеіегтіпізііс 
оріітігаііоп ргоЬіетз оп аггапдетепіз: тоіїеіз. теікоіїз,
аідогііктз. Іп іке агіісіе м>е геуіем> іазі гезиііз сопсегпіпд зоіуіпд о /  
сотЬіпаіогіаі оріітігаііоп ргоЬіетз оп аггапдетепіз іпсіиіїіпд опе 
ипіїег ргоЬаЬііізііс ипсегіаіпіу. Тке аиікогз сопзііїег ргорегкез о /  
ргоЬіетз, теікоіїз о/зоіиііопз, ^иезііопз о/сопзігисііоп о/аррііеії 
ргоЬіетз ’ тоіїеіз.

Ключові слова: ОПТИМІЗАЦІЯ, РОЗМІЩЕННЯ, КОМБІ­
НАТОРНІ ЗАДАЧІ, СТОХАСТИЧНА ОПТИМІЗАЦІЯ

Кеуч>огіїз: О РП М КА ТЮ Ч, АККАЧОЕМЕЧТ8, СОМВЕЧА- 
ТОКМ Ь РКОВ^ЕМ 8, 8ТОСНА8ТГС ОРТШ КА ТЮ Ч.

Серед оптимізаційних задач з обмеженнями комбінаторного 
характеру, які привертають увагу багатьох дослідників (див., 
наприклад, [1-15, 18, 20-28]), важливий клас становлять задачі 
на евклідових комбінаторних множинах, зокрема, задачі на роз­
міщеннях. Метою даної статті є огляд деяких нових результатів 
щодо розв’язування оптимізаційних задач на розміщеннях, у 
тому числі з імовірнісною невизначеністю.

Для безумовних задач комбінаторної оптимізації на розмі­
щеннях у [10] отримано нові результати. Зокрема, одержано 
необхідну умову екстремалі в лінійній безумовній задачі опти- 
мізації на розміщеннях, що разом із відомою раніше достатньою 
умовою формує критерій екстремалі. Показано, що будь-яка 
мінімаль (максималь) лінійної функції на множині розміщень є 
елементом певної множини полірозміщень.

Для задач з дробово-лінійною цільовою функцією встановле­
но зв’язок з оптимізацією на множині розміщень спеціально 
побудованої лінійної функції [10]. Такий підхід дозволив вико­
ристати критерій мінімалі в лінійній задачі для того, щоб за 
відомим розв’язком дробово-лінійної задачі записати множину 
полірозміщень, що є множиною мінімалей цієї задачі.

Для пошуку розв’язку може використовуватися як запропо­
нований раніше аналітичний метод [7], так і обґрунтований 
авторами поліноміальний метод [11]. Останній ідейно близький 
до параметричного методу розв’язування задач дробово-ліній­
ного програмування і ґрунтується на розв’язуванні скінченної 
послідовності лінійних задач оптимізації на розміщеннях. Дове­
дено поліноміальність алгоритму, показано, що у випадку задач 
на перестановках, запропонований алгоритм може бути поліп­
шений.
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Для розв’язування задач оптимізації лінійної та дробово- 
лінійної функції на множині розміщень з додатковими (неком- 
бінаторними) обмеженнями розвинуто метод побудови лексико­
графічної еквівалентності: обґрунтовано його застосування для 
частково комбінаторних задач. Уведено в розгляд відношення 
лексикографічної еквівалентності точок відносно розміщень для 
випадку, коли кількість елементів у вибірці менше вимірності 
простору [12]. Встановлено властивості класів еквівалентності, 
на які многогранна множина розбивається введеним відно­
шенням, запропоновано й обґрунтовано алгоритми розв’язу­
вання лінійних частково комбінаторних задач оптимізації на 
розміщеннях на основі напрямленого перебору таких класів 
еквівалентності.

У [13] обґрунтовано розв’язування нового класу задач -  задач 
лексикографічної оптимізації дробово-лінійної функції на 
розміщеннях. Встановлено, що розв’язування дробово-лінійної 
задачі лексикографічної оптимізації може бути здійснене в два 
етапи: на першому розв’язується задача лінійного програму­
вання, а на другому -  задача лексикографічної оптимізації лі­
нійної функції. Обґрунтовано алгоритми розв’язування дробово- 
лінійних задач на розміщеннях [13-15]. Як і для лінійних задач 
разом з точними алгоритмами запропоновано наближений, який 
дозволяє отримувати значення цільової функції, що відріз­
няється від оптимуму не більше, ніж на задану величину.

Новим напрямом досліджень є поєднання в оптимізаційних 
задачах обмежень комбінаторного характеру та стохастичної 
невизначеності вхідних даних. Авторами запропоновано підхід 
до формулювання оптимізаційних задач з імовірнісною невиз­
наченістю [16-18], який ідейно близький до постановок задач з 
інтервальною та нечіткою невизначеністю [8, 9]. Підхід ґрунту­
ється на введенні відношення лінійного порядку на відповідній 
множині. Для використання в постановках оптимізаційних зада­
чах введено лінійний порядок на множині дискретних випадко­
вих величин, а також на фактор-множині, яка утворюється в 
результаті розбиття множини дискретних випадкових величин 
на класи еквівалентності на основі порівняння їх числових 
характеристик (наприклад, моментів). Розглянуті деякі власти­
вості запропонованих відношень порядку, зокрема, збереження 
упорядкування випадкових величин при додаванні до лівої і 
правої частини співвідношення однієї й тієї самої випадкової
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величини. Також проаналізовано можливість введення на мно­
жині дискретних випадкових величин адитивної операції, у ре­
зультаті якої зберігається кількість можливих значень випадко­
вих величин [19].

Згадані порядки передбачають послідовне порівняння число­
вих характеристик випадкових величин, що дає можливість 
більш повно враховувати специфіку задачі у порівнянні із 
переходом від стохастичної задачі до детермінованої шляхом 
заміни випадкових величин однією з їх числових характеристик 
(математичне сподівання, дисперсія тощо).

Запропонований підхід до постановок оптимізаційних задач з 
імовірнісною невизначеністю використано для моделювання 
задачами комбінаторної оптимізації на розміщеннях. Зокрема, 
вперше побудовано математичні моделі для задачі упакування 
прямокутників зі стохастичними параметрами у напівнескін- 
ченну смугу: формалізація взаємного розташування прямокут­
ників на основі відношення порядку на множині випадкових 
величин [18]; модель, яка враховує ймовірність накладання пря­
мокутників у смузі [20]; «жорстка» постановка, яка передбачає, 
що прямокутники не перетинаються при жодних можливих 
значеннях дискретних випадкових величин [21 , 22].

Крім того, у [23, 24] розглянуто й інші моделі у вигляді задач 
з різними цільовими функціями (лінійними та дробово-ліній­
ними), задач без додаткових (некомбінаторних) обмежень та з 
лінійними обмеженнями, як детерміновані, так і стохастичні. 
Урахування комбінаторного характеру обмежень та імовірнісної 
невизначеності вхідних даних дозволяє будувати більш точні 
моделі.

Властивості стохастичних задач комбінаторної оптимізації на 
розміщеннях досліджено в [24-28]. Встановлено властивості 
розв’язку задачі лінійної безумовної задачі стохастичної опти- 
мізації на розміщеннях, у якій мінімум визначається згідно з 
лінійним порядком, введеним на множині дискретних випад­
кових величин: використовуючи критерій екстремалі в лінійній 
безумовній (детермінованій) задачі, обґрунтовано умову, що 
може бути покладена в основу пошуку розв’язку, та способи 
побудови розв’язку [24-26]. Ґрунтуючись на властивостях 
розв’язку безумовної задачі з детермінованими коефіцієнтами 
цільової функції, доведено властивості розв’язку для задачі, у 
якій коефіцієнти цільової функції є випадковими величинами;
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запропоновано схему методу гілок і меж для розв’язування 
лінійних задач оптимізації на розміщеннях з імовірнісною 
невизначеністю, у якій також запропоновано правила галуження 
та відсікання множин [26, 27].

Для задач, у яких мінімум визначається на фактор-множині, 
встановлено зв’язок зі спеціально побудованими детермінова­
ними задачами, запропоновано редукційний метод розв’язу­
вання лінійної безумовної задачі комбінаторної стохастичної 
оптимізації на розміщеннях [28].

У доповіді розглянуто ряд результатів щодо розв’язування 
евклідових задач комбінаторної оптимізації на розміщеннях, 
отриманих в останні роки. Як випливає з наведеного огляду, 
напрямами подальших досліджень може бути продовження ви­
вчення властивостей задач стохастичної комбінаторної оптимі- 
зації на розміщеннях, розробка й обґрунтування алгоритмів їх 
розв’язування.
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