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РРООЗЗДДІІЛЛ  66..   ЗЗААГГААЛЛЬЬННАА  ССХХЕЕММАА  РРООЗЗВВ’’ ЯЯЗЗУУВВААННННЯЯ  ЗЗААДДААЧЧ  
ННАА  ККООММББІІННААТТООРРННИИХХ  ККООННФФІІГГУУРРААЦЦІІЯЯХХ  

В даному розділі розглядається загальна схема методу 
направленого структурування для розв’язування екстремальних 
комбінаторних задач з додатковими умовами, що виникла на 
основі розглянутої в попередніх розділах задач оптимізації 
лінійної та дробово-лінійної функцій на комбінаторних конфі-
гураціях без врахування додаткових умов, дослідження основ-
них властивостей комбінаторних конфігурацій, а також вста-
новленого графа генерації послідовності конфігурацій, за 
допомогою якого встановлюється зміна значень функцій. 
Слід зазначити, що додаткові умови ускладнюють процес 

розв’язку задачі, але зменшують область допустимих розв’язків, 
звужуючи тим самим множину допустимих розв’язків. 

6.1. Загальна постановка екстремальних  
задач на комбінаторних конфігураціях з  

додатковими обмеженнями та метод направленого 
структурування для їх розв’язання 

Розглянемо екстремальну задачу комбінаторної оптимізації 
як обчислювальну проблему, у якій задана множина альтернатив 

{ }x ,Χ =  цільова функція ( )f x : X R,→  і потрібно знайти 

альтернативу 0x X ,∈  на якій ця цільова функція приймає 

екстремальне значення: ( ) ( )0

x X
f x extr f X ,

∈
=  { }extr min,max∈ . Для 

задач оптимізації альтернативи x X∈  звичайно називають 
допустимими розв’язками, 0x  – оптимальний розв’язок, { }X x=  
– множиною допустимих розв’язків.  
У даному випадку розглядається X – деяка задана ком-

бінаторна конфігурація. Задача може містити також додаткові 
лінійні обмеження, які утворять опуклу многогранну множину 

nD R⊂  вигляду: { }nD x R |Gx h ,= ∈ ≤  де m nG R ,×∈  mh R∈ . 

Запишемо лінійні обмеження у вигляді лінійних нерівностей:  

1

n

ij j i m n
j

G x g x h ; i N ; j N .
=

⋅ = ≥ ∈ ∈∑   (6.1) 

Зазначимо, що в попередніх розділах розглядалася задача 
локалізації лінійної функції за заданим значенням. Є доцільним 
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використати при розв’язанні даної задачі цей метод. Врахо-
вуючи, що задача локалізації розглядалася для екстремальної 
безумовної задачі з лінійною функцією, то для задачі з додат-
ковими умовами даний метод необхідно застосувати для кож-
ного додаткового обмеження і об’єднавши одержані результати, 
знайти загальний розв’язок. 
Конкретизуємо задачу і розглянемо її на комбінаторній 

конфігурації перестановок. Розглянемо перестановки з множини 
{ }1 2A , , , n= K . Кількість елементів множини перестановки 

( )nP A  дорівнює !n . послідовності перестановок, згідно з 
методом їх генерування з попередніх розділів інтерпретуються 
як граф nG , вершини якого відповідають всім точкам множини 

перестановок ( )nP A . Для однокритеріальної задачі ( ) ( )F x f x=  
без додаткових обмежень максимальне значення лінійної функ-
ції ( )f x  при упорядкуванні коефіцієнтів по зростанню на графі 

перестановок ( )nG P  досягається в перестановці ( )1 2, , , nK , а 

мінімальне – у перестановці ( )1 2 1n,n , , ,− K . Враховуючи 
умову (6.1), сформулюємо підзадачі, що необхідно розв’язати 
для визначення підмножини допустимих перестановок: 
визначити множину зв’язних пар перестановок ( )x,x , для яких 
при заданому i mh , i N∈  має місце 

( )
iGx h

x arg minG x ,
≥

=  (6.2) 

( )
iGx h

x arg maxG x .
<

=  (6.3) 

Загальна схема даного алгоритму полягає в наступному:  
Початковий етап: Початкова множина перестановок М0 

замінюється на базову М за допомогою вихідної перестановки u, 
яка нормалізує цільову функцію ( )f x . За допомогою цієї ж 
перестановки переводимо множину перестановок кожної обме-
жуючої функції  в базову (спільну для всіх функцій). Тепер для 
кожної i-ої обмежуючої функції gi робимо такі операції: 

1) нормалізуємо функцію за допомогою перестановки iu , 
отримуючи індивідуальну множину перестановок iМ ;  тоді для 
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кожної обмежуючої функції граф перестановок ( )nG P  має стан-
дартний вигляд: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 6.1. Стандартний вигляд графа перестановок 

2) розв’язуючи задачу локалізації для i mh , i N ,∈  отримуємо 
допустиму множину перестановок для gi;  

3) за допомогою перестановки 1
iu−  визначаємо ту ж множину 

в базовій множині перестановок М.  
4) знаходимо на цій множині extr функції gi. 
5) після всіх цих операцій відносно кожної обмежуючої 

функції знаходимо розв’язок задачі як { }jmin extrg .  
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6) за допомогою перестановки 1u−  знаходимо розв’язок 
задачі в початковій множині перестановок М0. 
Перед тим, як розглянути приклад, детальніше розберемо в 

алгоритмі пункти 2 і 3. Підграф графа ( )nG P , у якого зафік-

совано останній елемент і, назвемо гранню графа ( )nG P  і 
позначимо Gі. Всі грані будемо зображати у вигляді ребра, 
інцидентні вершини якого є початкова та кінцева вершини 
відповідного підграфа. В результаті отримаємо структурну 
схему графа ( )nG P , яка має вигляд драбини (рис. 6.2): 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.2. Структурна схема графа ( )nG P  

Аналогічно робиться структурна схема і підграфів 
і

G , тільки 
в них будуть фіксовані 2 індекси (і так далі по індукції). Вико-
нуючи пункт 2 в алгоритмі, отримаємо спочатку структурну 
схему для обмежуючої функції ( )і iG g , ( )1 2і , , ,m .= …  Подріб-
нюючи структурні схеми, отримаємо допустиму множину 
перестановок для ig  у вигляді підграфів з різною кількістю 
індексів. Тепер для виконання пункту 3 необхідно подіяти 
оберненою перестановкою 1

iu−  на індекси цих підграфів і отри-
маємо шукану кількість таких же підграфів з індексами, але уже 
в базовій множині. 
Розглянемо цей алгоритм на прикладі 6.1: дано функцію 

( ) 1 2 3 44 2 7 9f x x x x x ,= + + +  елементи множини перестановок 

1nG −  

nG  

...G  

1G  
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для { }4 1 2 3 4P , , , ;=  задані додаткові обмеження на перестановки, 
що визначають область допустимих значень цільової функції: 

1 1 2 3 45 6 10 1 60g x x x x ,= + + + ≤  2 1 2 3 44 6 8 9 63g x x x x .= + + + ≥  
Знайти: екстремум цільової функції – максимум. 
Розв’язання: Початковий етап. Нормалізуємо задану ці-

льову функцію ( )f x  у порядку зростання за допомогою 

перестановки 
1 2 3 4

2 1 3 4
u .

 
=  
 

 Отримаємо цільову функцію 

( ) 1 2 3 42 4 7 9f x x x x x .= + + +  Граф перестановок для 
нормалізованих функцій має вигляд рис. 6.1. Нормалізуємо 
також обмежуючі функції 1 1 2 3 46 5 10 1g x x x x= + + +  та 

2 1 2 3 46 4 8 9g x x x x= + + +  за допомогою перестановки, що і 

цільову функцію 
1 2 3 4

2 1 3 4
u .

 
=  
 

 

Крок 1. Нормалізуємо g1 за допомогою перестановки  

1

1 2 3 4

3 2 4 1
u

 
=  
 

 до вигляду 1 1 2 3 45 6 10g x x x x= + + + .  

Структурна схема графу G  розбивається на структурні 
схеми підграфів 1G , 2G , 3G , 4G , і знаходиться значення 
функції в крайніх точках підграфів, що визначають min та max 
(рис. 6.3): 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 6.3. Загальна структурна схема графу для g1 

1 69maxG =  1G     1 59minG =  

2 65maxG =  2G    2 50minG =  

3 60maxG =  3G  3 45minG =  
 

4 51maxG =  4G     4 41minG =  
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Розв’язуючи далі задачу про локалізацію, отримаємо в 1G  дві 

вершини, які не задовольняють обмеженням, це ( )4 3124=  та 

( )6 3214 .=  В 2G  це такі вершини 10, 11, 12, в 3G  всі, крім 13, а 

в 4G  всі вершини задовольняють обмеженням. В сумі маємо 
множину вершин (4, 6, 10, 11, 12, 13, 19, 20, 21, 22, 23, 24). За 

допомогою оберненої перестановки 1
1

1 2 3 4

4 2 1 3
u−  

=  
 

 з цієї 

множини в базовій множині отримаємо такі перестановки (8, 7, 
2, 15, 1, 24, 18, 12, 17, 6, 11, 5), які не задовольняють обме-
женням. Без сумніву, максимальне значення цільова функція 
приймає у точці ( )3 1324 ,=  яке дорівнює 64. Зауважимо, що 

підграфу 4G , вершини якого задовольняють умовам функції g1, 
відповідає в базовій множині підграф 3G , тому що в підстановці 

1
iu−  4 переходить в 3. 
Крок 2. Нормалізуємо g2 за допомогою перестановки 

2

1 2 3 4

2 1 3 4
u

 
=  
 

 до вигляду 2 1 2 3 44 6 8 9g x x x x= + + + . 

Структурна схема графу G розбивається на структурні схеми 
підграфів 1G , 2G , 3G , 4G , і визначається значення функції в 
крайніх точках підграфів, які визначають мінімальне та макси-
мальне значення на підграфах  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.4. Загальна структурна схема графу для g2 

1 76maxG =  1G     1 68minG =  

2 75maxG =  2G    2 63minG =  

3 72maxG =  3G  3 60minG =  

4 67maxG =  4G     4 59minG =  
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Всі вершини підграфів 1G  та 2G , що зображені на струк-

турній схемі графа 6.4, задовольняють обмеженням. В 3G  їм не 
задовольняють дві вершини 17 та 18. В G4 обмеженням не 
задовольняють три вершини 22, 23 та 24. За допомогою обер-

неної перестановки 1
2

1 2 3 4

2 1 3 4
 u−  
=  
 

 з цієї множини в базовій 

множині отримаємо такі самі перестановки. Оскільки вершина 2 
входить в обмеження і для функції g2, то розв’язок задачі не 
зміниться – максимальне значення цільова функція приймає у 
точці ( )3 1324 ,=  яке дорівнює 64. 

Залишається повернутися у початкову множину перестано-
вок: максимальний розв’язок задачі буде на перестановці (3124). 

6.2. Застосування методу направленого 
структурування до розв’язуваня екстремальних 

задач на комбінаторних конфігураціях розміщень 

Враховуючи те, що для конфігурації перестановок існує 
граф, який може бути застосований в методі направленого 
структурування, то згідно з властивостями конфігурації розмі-
щень, можна також побудувати граф розміщень. 
Розглянемо граф конфігурації розміщень ( )A n,m , яка утво-

рена з елементів { }1 2, , , nK  при умові ( )4 3A , . Тоді число таких 

конфігурацій дорівнює 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 mA n,m n n ... n m n ,= − − + =  m n,≤  

де ( ) ( )
!

!m

n
n

n m
=

−
 і ( ) 0A n,m ,m n,= >  а для ( )4 3 24A , .=  

На основі вище зазначених роздумів та згідно нового методу 
генерування комбінаторних об’єктів – методу переміщення 
максимального елементу можна сформулювати наступну  
теорему. 
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Рис. 6.5. Граф конфігурації розміщень 

Теорема 6.1. Граф ( )( )G A n, m  конфігурації розміщень 

( )A n, m  при n m>  і при будь-якому векторі { }1 2 nA a ,a , ,a=
r

K  

еквівалентний графу ( )nG P  комбінаторної конфігурації переста-
новок Pn. 
Доведення теореми випливає з означення еквівалентності 

графів та згідно методу генерування – методу максимального 
переміщення елементів. Тоді метод направленого структуру-
вання може бути без обмежень застосований і до екстремальних 
задач з додатковими обмеженнями на розміщеннях. 
Загальна схема алгоритму за методом направленого структу-

рування до комбінаторної конфігурації розміщень полягає в 
наступному: 
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Початковий етап. Початкова множина розміщень 0A  замі-
нюється на базову A за допомогою вихідної перестановки u, яка 
нормалізує цільову функцію ( )f x . За допомогою цієї ж 
перестановки переводимо множину перестановок кожної обме-
жуючої функції  в базову (спільну для всіх функцій). Тепер для 
кожної i-ої обмежуючої функції gi робимо такі операції: 

1) нормалізуємо функцію за допомогою перестановки  

ui =
1 2

2 1i
m

... m
u ,

... ϕ
 

=  
 

 (6.4) 

отримуючи індивідуальну множину розміщень iA ;  тоді для 

кожної обмежуючої функції граф розміщень ( )( )G A n, m  має 
стандартний вигляд  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Рис. 6.6. Стандартний вигляд графа конфігурації розміщень 
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2) розв’язуючи задачу локалізації для i mh , i N ,∈  отримуємо 
допустиму множину розміщень для додаткового лінійного 
обмеження gi;  

3) за допомогою перестановки 1
iu−  визначаємо ту ж множину 

в базовій множині розміщень ( )( )G A n, m .  
4) знаходимо на цій множині extr функції gi. 
5) після всіх цих операцій відносно кожної обмежуючої 

функції знаходимо розв’язок задачі як { }jmin extrg . 

6) за допомогою перестановки 1u− u-1 знаходимо розв’язок 
задачі в початковій множині розміщень 0A . 
Розглянемо цей алгоритм на прикладі.  
Приклад 6.3. Дано функцію 

( ) 1 2 34 2 7f x x x x ,= + +  

елементи множини, що формують множину розміщень 
( )1234iA     ; задані додаткові обмеження, які визначають область 

допустимих значень цільової функції: 

1 1 2 34 6 8 42g x x x ,= + + ≥  2 1 2 35 6 10 64g x x x ,= + + ≤  

Знайти: екстремум цільової функції – максимум. 
Розв’язання: 
Початковий етап. Нормалізуємо задану цільову функцію 

( )f x  у порядку зростання за допомогою перестановки  

1 2 3

2 1 3
u

 
=  
 

 

отримаємо цільову функцію: ( ) 1 2 32 4 7f x x x x ,= + +  а також 
обмежуючі функції  

1 1 2 36 4 8g x x x ,= + +  

2 1 2 36 5 10g x x x= + + . 

Граф розміщень для нормалізованих функцій має вигляд: 
 



 

218 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.7. Граф конфігурації розміщень 

Крок 1. Нормалізуємо 1g   за допомогою перестановки 

1 2 3

2 1 31u
 

=  
 

 до вигляду 1 1 2 34 6 8g x x x= + + .  

Загальна структурна схема графу G як і в попередніх 
випадках, розбивається на структурні схеми підграфів 1G , 2G , 

3G , 4G , і знаходиться значення функції в крайніх точках під-
графів, які визначають мінімальне та максимальне значення на 
підграфах (рис. 6.8); 
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Рис. 6.8. Загальна структурна схема графу для g1 

Розв’язуючи далі задачу про локалізацію та враховуючи, що 
для перестановок, які можуть бути розв’язками задачі, необ-
хідно виконання умови 1 1 2 34 6 8 42g x x x= + + ≥ , згідно рис. 6.8. 
розв’язками будуть всі вершини підграфів 1G , 2G . А з множини 
вершин підграфа 3G  необхідно розглянути наступні: 

№ п/п 
вершини x1 x2 x3 g1 

13 1 2 4 48 
14 1 4 2 44 
15 2 1 4 46 
16 2 4 1 40 
17 4 1 2 38 
18 4 2 1 36 

Тоді з 3G  отримаємо вершини, які задовольняють обмежен-

ням, це ( )13 124 ,=  ( )14 142 ,=  ( )15 214 .=   В 4G  всі вершини не 
задовольняють обмеженням. В сумі маємо множину вершин  
(1–6, 7–12, 13, 14, 15). За допомогою оберненої перестановки 

1
1

1 2 3

2 1 3
u−  

=  
 

 з цієї множини в базовій множині отримаємо 

такі підграфи 1G , 2G  та точки перестановки (13, 14, 15), які 
задовольняють обмеженням. Максимальне значення цільова 
функція, при умові виконання першого додаткового обмеження 

1 58maxG =  1G     1 50minG =  

2 54maxG =  2G    2 42minG =  

3 48maxG =  3G  3 36minG =  

4 40maxG =  4G     4 32minG =  



 

220 

1 1 2 34 6 8 42g x x x ,= + + ≥  приймає у точці ( )2 3 2 4  ,=  яке 
дорівнює 44. 
Крок 2. Нормалізуємо g2 за допомогою перестановки 

2

1 2 3

2 1 3
u

 
=  
 

 до вигляду 2 1 2 35 6 10 64g x x x= + + ≤ . 

Схема структурного графу G розбивається на схеми струк-
турних підграфів 1G , 2G , 3G , 4G , і визначається значення 
функції в крайніх точках підграфів, які визначають мінімальне 
та максимальне значення на підграфах 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.9. Структурна схема графу для g2 

Всі вершини під графів 1G , 2G  та 3G  задовольняють обме-
женням. В G4 обмеженням задовольняють наступні вершини  
т. ( )3 2 4 3   , т. ( )4 3 4 2   , т. ( )5 4 2 3   , т. ( )6 4 3 2   . 

За допомогою оберненої перестановки 1
2

1 2 3

2 1 3
u−  

=  
 

 з цієї 

множини в базовій множині отримаємо такі самі перестановки.  
Оскільки вершина 2 в якій досягається максимальне значення 

цільової функції при виконанні першого додаткового обмежен-
ня g1 не задовольняє додаткове обмеження 2g , то розв’язок 
задачі зміниться – максимальне значення цільова функція 
приймає у точці ( )8 3 1 4  ,=  яке дорівнює 42. 
Повернемося у початкову множину розміщень за допомогою 

оберненого перетворення: максимальне значення функції ( )f x  
рівне 42 і досягається в точці 8 з координатами (314). 

1 68maxG =  1G     1 58minG =  

2 63minG =  2G    2 48minG =  

3 57maxG =  3G  3 42minG =  
 

4 47maxG =  4G   4 37minG =  
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6.3. Застосування методу направленого 
структурування до розв’язування екстремальних 

задач на конфігурації сполучень 

Розглянемо більш простий випадок застосування методу 
направленого структурування до розв’язування екстремальних 
задач на комбінаторній конфігурації сполучень. 
Для конфігурації сполучень елементи можна зобразити в 

вигляді дерева, оскільки елементи сполучень згідно методу 
генерування можна розмістити в вигляді неорієнтованого графу, 
що не має циклів, тобто такого, в якому кожна пара вершин 
з’єднана одним простим шляхом (ланцюгом).  
Дерево можна орієнтувати, вибравши для цього довільну 

вершину в якості кореня і ребрам приписати таку орієнтацію, 
що б кожна вершина з’єднувалася з коренем тільки одним прос-
тим шляхом, тоді елементи конфігурації сполучень будуть роз-
міщені в вигляді орієнтованого дерева, де піддерево визна-
чається початковим елементом в вершині.  
Наприклад, нехай кількість усіх сполучень без повторень з n 

елементів по r рівне r
nC , де r і n – невід’ємні цілі числа, причому 

r n,≤  то базовим буде орієнтоване дерево з n піддеревами, на 
які можна розбити базове.  
Слід зазначити, що при розв’язуванні екстремальних задач на 

множині сполучень не має значення порядок розміщення еле-
ментів, а лише їх вибір з вихідної множини ( )1 2 nA a , a , , a ,= K  в 
якій елементи впорядковані за зростанням 1 2 na a ... a ,≤ ≤ ≤  то 
екстремальне значення функції завжди можна визначити. При-
чому, між вершинами в кожному з піддерев існує гамільтонів 
шлях. Досить цікавими є задачі на множині сполучень, в яких 
необхідно оперувати з симетричними функціями типу 

1 2 2 3 1n nx x x x ... x xα α α −+ + + . (6.5) 

Оскільки такі функції є симетричними, то немає потреби в 
нормалізації функції. Тоді загальна схема алгоритму за методом 
направленого структурування для екстреамльних задач на 
сполученнях полягає в наступному: 
Початковий етап. Вибирається базова М множина за 

допомогою вихідної перестановки u. Тепер для кожної i-ї 
обмежуючої функції gi робимо такі операції: 
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1) визначаємо для кожної обмежуючої функції дерево ( )nG P , 
що має стандартний вигляд отримуючи індивідуальну множину 
сполучень Мi;  

 
Рис. 6.10. Стандартний вигляд дерева сполучень 

2) розв’язуючи задачу локалізації для i mh , i N ,∈  отримуємо 
допустиму множину сполучень для gi;  

3) за допомогою перестановки ui
-1 визначаємо ту ж множину 

в базовій множині сполучень М.  
4) знаходимо на цій множині extr функції gi. 
5) після всіх цих операцій відносно кожної обмежуючої 

функції знаходимо розв’язок задачі як { }jmin extrg . 

6) за допомогою перестановки 1u−  знаходимо розв’язок 
задачі в початковій множині сполучень М0. 
Розглянемо цей алгоритм на прикладі.  
Приклад 6.4. Дано функцію ( ) 1 2 1 3 2 36 6 6f x x x x x x x= + + , 

елементи множини, що формують множину сполучень 
( )1 2 3 4 5 6iA       ; задані додаткові обмеження, які визначають 

область допустимих значень цільової функції: 

1 1 2 2 3 1 34 4 4 165g x x x x x x ,= + + ≥  2 1 2 2 3 1 35 5 5 220g x x x x x x= + + ≤ . 
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Знайти: екстремум цільової функції – максимум. 
Розв’язання: 
Початковий етап. Нормалізуємо задану цільову функцію 

( )f x  у порядку зростання за перестановкою 
1 2 3

2 1 3
u

 
=  
 

; 

отримаємо цільову функцію ( ) 1 2 1 3 2 36 6 6f x x x x x x x ,= + +   
а також обмежуючі функції 1 1 2 2 3 1 34 4 4g x x x x x x ,= + +  

2 1 2 2 3 1 35 5 5g x x x x x x= + + . 
Розглянемо конфігурацію сполучень з 6 по 3, де 3

6 20C = .  
Формуємо базове дерево елементів сполучення для цільової 

функції: вибираємо з впорядкованої за зростанням множини з 
шести заданих елементів 1, 2, 3, 4, 5, 6 перші три 1, 2, 3 і для 
побудови першого піддерева останній елемент замінюємо 
наступними з заданої множини, маємо: 1, 2, 4; 1, 2, 5; 1, 2, 6. 
Тоді друге піддерево утворюється шляхом заміни в кожному з 
попередніх елементів крім першого другої компоненти на нас-
тупний елемент з заданої множини, маємо 1, 3, 4; 1, 3, 5; 1, 3, 6. 
Маємо базове дерево  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
Рис. 6.11. Стандартний вигляд дерева конфігурації сполучень  
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На основі базового дерева будуємо схему структурного 
дерево рішень. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.12. Структурна схема піддерева  
сполучень для функції цілі ( )f x  

Крок 1. Нормалізуємо g1 за допомогою перестановки 

1

1 2 3

2 1 3
u

 
=  
 

 до вигляду 1 1 2 2 3 1 34 4 4g x x x x x x= + + .  

Розглядаємо структурну схему дерева конфігурації сполу-
чень, що можна представити наступним чином 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.13. Структурна схема піддерева сполучень для g1 

Структурна схема дерева G розбивається на піддерева 1G , 

2G , 3G  і визначається значення функції в крайніх точках 
піддерев, які визначають мінімальне та максимальне значення 
на піддеревах (рис. 6.2). 

(1,2,3) 66f =
  

1G     (1,5,6) 246f =  

(2,3,4) 156f =  2G    (2,5,6) 312f =  

(3,4,5) 282f =    3G  (3,5,6) 378f =  

4G    (4,5,6) 444f =  

( )1 1 2 3 44g , , =  

 
1G     ( )1 1 5 6 164g , , =    

( )1 2 3 4 104g , , =       2G    ( )1 2 5 6 208g , , =  

( )1 3 4 5 188g , , =     3G  ( )1 3 5 6 252g , , =  

4G     ( )1 4 5 6 296g , , =  
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Розв’язуючи далі задачу про локалізацію та враховуючи, що 
для сполучень, які можуть бути розв’язками задачі, необхідно 
виконання умови 1 1 2 2 3 1 34 4 4 165g x x x x x x ,= + + ≥  згідно рис. 6.13 
розв’язками будуть всі вершини піддерев 3G , 4G . А з множини 
вершин піддерев 1G  – не задовольняє жодна з вершин, 2G  
необхідно розглянути наступні (2 4 6), (2 5 6).  
Крок 2. Нормалізуємо g2 за допомогою перестановки  

2

1 2 3

2 1 3
u

 
=  
 

 до вигляду 2 1 2 2 3 1 35 5 5g x x x x x x= + + . Структурна 

схема дерева розбивається на піддерева 1G , 2G , 3G , 4G , для 
яких визначається значення функції в крайніх вершинах, що 
задовольняють обмеження 2 1 2 2 3 1 35 5 5 220g x x x x x x= + + ≤ .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 6.14. Структурна схема дерева сполучень для g2 

Всі вершини піддерева 1G  задовольняють обмеженням. В 2G  
обмеженням задовольняють лише наступні точки (2 3 4), (2 3 5), 
(2 3 6), (2 4 5), (2 4 6). В 3G  і G4  обмеженням не задовольняють 
всі вершини.   
Шукаємо перетин структурних схем піддерев для обох 

додаткових обмежень – це вершини піддерева 2G .  
Одержимо вершину (2 4 6), що задовольняє обидва обмежен-

ня, а функція набуває максимального значення в цій вершині, то 
точка (2 4 6) є розв’язком задачі. 

( )2 1 2 3 55g , , =  

 
1G     ( )2 1 5 6 205g , , =     

( )2 2 3 4 130g , , =     
2G    ( )2 2 5 6 260g , , =  

( )2 3 4 5 235g , , =        3G  ( )2 3 5 6 315g , , =  

4G     ( )2 4 5 6 370g , , =  
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6.4. Застосування методу направленого 
структурування до розв’язування екстремальних 
задач з дробово-лінійними цільовими функціями 

Розглянемо дробово-лінійну функцію ( )F x , де чисельник 

( )f x  і знаменник ( )g x  – дві лінійні, в яких коефіцієнти визна-
чаються за правилом арифметичної прогресії: 

( )1 1ic c i ,= + ∆ −  

( )1 1id d iδ= + − . (6.6) 

Як відомо з розділу 4 можна побудувати гамільтонів шлях 
усередині кожної шестірки, елементів перестановки і прослідити 
зміни значень цільової функції у вершинах графа, так як і для 
лінійної функції. Тоді граф перестановок ( )nG P ,%  згідно теоре-

ми 4.4. для дробово-лінійної функції ( )F x , коефіцієнти якої 
визначені згідно (6.6), співпадає з графом перестановок для 
лінійної функції ( )nG P  з точністю до орієнтації. Тому метод 
направленого структурування можна застосувати до розв’язу-
вання задач з дробово-лінійними функціями цілі та з лінійними 
додатковими обмеженнями. 
Для задач такого типу загальна схема даного алгоритму 

полягає в наступному:   
Початковий етап. Визначаються коефіцієнти цільової функ-

ції за формулою (6.6) для чисельника і знаменника відповідно. 
Задається множна перестановок (якщо задача розглядається на 
множині перестановок). 
Початкова множина перестановок М0 замінюється на базову 

М за допомогою вихідної перестановки u, яка нормалізує цільо-
ву функцію ( )F x . За допомогою цієї ж перестановки пере-
водимо множину перестановок кожної обмежуючої функції в 
базову (спільну для всіх функцій). Тепер для кожної i-ї обме-
жуючої функції gi робимо такі операції: 

1) нормалізуємо функцію за допомогою перестановки ui, 
отримуючи індивідуальну множину перестановок Мi; тоді для 
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кожної обмежуючої функції граф перестановок ( )nG P  має 
стандартний вигляд згідно рис. 6.1; 

2) розв’язуючи задачу локалізації для i mh , i N ,∈  отримуємо 
допустиму множину перестановок для gi;  

3) за допомогою перестановки ui
-1 визначаємо ту ж множину 

в базовій множині перестановок М;  
4) знаходимо на цій множині extr функції gi; 
5) після всіх цих операцій відносно кожної обмежуючої 

функції знаходимо розв’язок задачі як { }jmin extrg ; 

6) визначаємо максимальне значення дробово-лінійної функ-
ції ( )F x  на об’єднаній множині вершин, що задовольняє кожне 
додаткове лінійне обмеження gj;  

7) за допомогою перестановки 1u−  знаходимо розв’язок 
задачі з дробово-лінійною цільовою функцією в початковій 
множині перестановок М0. 
Розглянемо на прикладі реалізацію даного алгоритму. 

Приклад 6.6. Дано функцію ( ) ( )
( )

f x
F x ,

g x
=  в якій чисельник і 

знаменник виражається наступним чином  

( ) 1 2 3 4 52 5 8 11 14f x x x x x x ,= + + + +  

( ) 1 2 3 4 53 5 7 11 15g x x x x x x= + + + +  

задано елементи множини ( )1 2 3 45iA     , що формують множину 
перестановок; додаткові обмеження, які визначають допустимі 
значення цільової функції: 1 1 2 3 4 54 6 8 3 1 66g x x x x x= + + − − ≥ . 
Знайти: екстремум цільової функції – максимум. 
Розв’язання:  
Початковий етап. Розглядаємо додаткове обмеження-функ-

ції 1g . Нормалізуємо задану функцію 1g  у порядку зростання за 

допомогою перестановки 
12 3 4 5

4 512 3
u

 
=  
 

 отримаємо обмежуючу 

функцію 1 1 2 3 4 54 6 8 3 1 66g x x x x x= + + − − ≥ . На основі розрахун-
ків четвертого розділу представимо граф перестановок для 
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нормалізованих дробово-лінійних функцій вершини якого 
генеруються метод переміщення максимального елемента. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.15 Підграф A при фіксованому значенні останнього 
максимального елемента 
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Побудуємо наступний підграф загального графу в якому є 
фіксованим четвертий елемент, тобто граф отримується з попе-
реднього шляхом переміщення максимального елемента з п’ято-
го на четверте місце. 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.16. Підграф B при фіксованому максимальному  
елементі на четвертому місці 
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Рис. 6.17. Підграф C  при фіксованому максимальному  
елементі на третьому місці 
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Рис. 6.18. Підграф D при фіксованому максимальному 
елементі на другому місці 
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Далі максимальний елемент переміщується на останнє місце.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.19 Підграф E при фіксованому максимальному 
елементі на першому місці 
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Дане додаткове обмеження 1 1 2 3 4 54 6 8 3 1 66g x x x x x= + + − − ≥  
необхідно звести до нормального вигляду. 
Розглянемо для додаткового обмеження схему структурного 

графу конфігурації перестановок, враховуючи що для дробово-
лінійної функції вибраний метод генерування конфігурації 
перестановок – метод переміщення максимального елемента. 
Тоді схема структурного графу будується, враховуючи специ-
фіку алгоритму методу переміщення максимального елементу: в 
крайніх екстремальних вершинах схеми розміщені точки для 
яких місце максимального елементу зафіксоване в залежності 
від рівня підграфа, а останні координати цих точок упоряд-
ковані, враховуючи те,що якщо має місце 1 2 nc c ... c ,≤ ≤ ≤   

то максимум функції ( )F x,c,u  досягається для переста- 

новки ( )0 1 2u , , ,п ,= K  а мінімум − для перестановки 

( )1 2 1*u n, n , , ,= − K . 
Тоді структурна схема графу перестановок має вигляд: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 6.20. Структурна схема графу перестановок для 1g  

Згідно рис. 6.20 умову додаткового обмеження задоволь-
няють частково точки з схеми підграфів 1G , 2G . Тому для них 
необхідно також зробити розклад за схемами підграфів. 

 

( )1 1 2 3 4 5x , , , ,=

( )25 1 2 3 5 4x , , , ,=

( )49 1 2 5 3 4x , , , ,=

( )73 1 5 2 3 4x , , , ,=

( )97 5 1 2 3 4x , , , ,=
42 13 

15 50 

25 65 

31 69 

39 71 
 

( )24 4 3 2 1 5x , , , ,=

( )48 4 3 2 5 1x , , , ,=

( )72 4 3 5 2 1x , , , ,=

( )96 4 5 3 2 1x , , , ,=

( )120 5 4 3 2 1x , , , ,=
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Рис. 6.21. Структурна схема підграфів для підграфа 1G  

Тоді на основі подальших розрахунків на підграфах 1G ,′  2G ′  
визначимо необхідні точки: 

№ x1 x2 x3 x4 x5 g1 
1 1 2 3 4 5 71 
2 1 2 4 3 5 69 
3 1 3 2 4 5 66 
7 2 1 3 4 5 69 
8 2 1 4 3 5 67 

Здійснимо обернене перетворення 1 12 3 4 5

12 3 4 5
u−  

=  
 

 і отримає-

мо наступні точки, що визначають область визначення функції: 

№ x1 x2 x3 x4 x5 g1 
1 4 5 1 2 3 71 
2 3 5 1 2 4 69 
3 4 5 1 3 2 66 
7 4 5 2 1 3 69 
8 3 5 2 1 4 67 

Наступним кроком є визначання максимального значення 
функції в цих точках. Скористаємося відомим розкладом за 
підграфами значеннями дробово-лінійної функції і порівнявши 
результати, отримаємо вершину (3 5 2 1 4), що доставляє макси-

мальне значення цільової функції ( ) ( )
( )

f x
F x

g x
= . 

 

1 71maxG′ =  1G ′    
1 57minG′ =  

2 69maxG′ =  2G ′     
2 48minG ′ =  

3 62maxG′ =  3G ′    
3 41minG′ =  

4 53maxG′ =  4G ′      
4 39minG ′ =  
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Висновки до розділу 

Досліджено складні задачі з лінійною та дробово-лінійною 
цільовими функціями і додатковими лінійними обмеженнями на 
комбінаторних конфігураціях і застосовано загальну схему 
методу направленого структурування до розв’язування таких 
задач.  
Зокрема, метод направленого структурування, застосований до 

екстремальних задач з лінійною функцією цілі та додатковими 
лінійними обмеженнями на комбінаторних конфігураціях 
перестановок, розміщень, сполучень. Також даний метод дістав 
подальший розвиток для задач з дробово-лінійними функціями 
цілі та додатковими лінійними обмеженнями на комбінаторній 
множині перестановок. 
В розділі представлено ряд числових експериментів, які 

підтверджують ефективність методу направленого структуруван-
ня для розв’язування екстремальних задач на різних комбі-
наторних конфігураціях та для різних цільових функцій. 
Моделі екстремальних задач з додатковими лінійними обме-

женнями та комбінаторними властивостями області допустимих 
розв’язків можуть бути застосована для ухвалення рішень в 
практичних задачах економіки, техніки, народного госпо-
дарства. 
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РРООЗЗДДІІЛЛ  77..   ДДООССЛЛІІДДЖЖЕЕННННЯЯ  ТТАА  РРООЗЗВВ’’ ЯЯЗЗААННННЯЯ  
ЕЕККССТТРРЕЕММААЛЛЬЬННИИХХ  ЗЗААДДААЧЧ  ООППТТИИММІІЗЗААЦЦІІЇЇ  ППРРИИ    

УУММООВВІІ  ББААГГААТТООККРРИИТТЕЕРРІІААЛЛЬЬННООССТТІІ  ННАА  ККООММББІІННААТТООРРННИИХХ  
ККООННФФІІГГУУРРААЦЦІІЯЯХХ  

Екстремальні задачі оптимізації декількох функцій вини-
кають при дослідженні багатьох теоретичних і прикладних 
проблем. Практично будь-яка прикладна задача вимагає, щоб 
шуканий розв’язок знаходився з урахуванням багатьох крите-
ріїв. Останні, як правило, суперечливі в тому розумінні, що 
якість порівнюваних альтернатив неможливо адекватно вира-
зити одним комплексним критерієм, що представляє деяку 
згортку вхідних критеріїв.  
Задача ускладнюється, якщо накладаються додаткові умови 

комбінаторності, тобто задача розглядається на деякій комбіна-
торній конфігурації. Це означає, що апарат класичної опти-
мізації є недостатнім для пошуку і прийняття ефективних 
розв’язків.  
Існування оптимізаційних задач з багатьма критеріями на 

комбінаторних конфігураціях вимагає розробки ефективних 
методів та алгоритмів оптимізації, які дозволяють розв’язувати 
як окремі задачі, так і цілі їх класи. Це робить необхідним 
вивчення властивостей указаних оптимізаційних задач, що в 
свою чергу приводить до дослідження властивостей множин їх 
розв’язків та областей визначення. Таким чином, виникає необ-
хідність в використанні, подальшому дослідженні та розвитку 
більш широкої і більш загальної теорії та розробці нових 
методів розв’язання такого класу задач. 
Дослідження в області багатокритеріальної оптимізації в 

даний час особливо інтенсивно стимулюються практичними 
потребами і розвитком комп’ютерних інформаційних техноло-
гій. Тому з’явилась велика кількість праць, присвячена задачам 
багатокритеріальної оптимізації [31, 33, 42, 64, 65, 66–85, 88, 
101–105, 108, 113–119, 136–139, 143–145, 159, 166–171, 173, 
185–189, 209–212, 221–224, 280, 295, 308, 319, 323, 330]. Задачі з 
багатьма критеріями можна розглядати як умовні так і без-
умовні. В попередніх розділах зроблено задальну постановку 
екстремальної безумовної задачі на комбінаторних конфігура-
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ціях та запропоновано новий метод направленого структу-
рування, що ґрунтується на використанні графів комбінаторних 
конфігурацій.  
Даний розділ присвячено дослідженню математичних моде-

лей і методів розв’язання екстремальних задач з урахуванням 
багатокритеріальності. Особливістю цих задач є оцінка якості 
розв’язку за наявності декількох, як правило несумісних крит-
еріїв. Залежно від постановки задачі, різні критерії входять до 
складу векторної цільової функції в різних комбінаціях, пород-
жуючи тим самим різні типи задач багатокритеріальної 
оптимізації. 
В умовах багатокритеріальності вибір найдоцільнішого 

розв’язку здійснюється з множини векторно-непорівнюваних, 
конкуруючих альтернатив. Створення теоретично обгрунто-
ваних методів дослідження множини альтернатив з урахуванням 
властивостей  цих множин дозволяє  одержувати раціональні 
підходи до їх розв’язання. Реалізація цих методів на комп’ютері 
значно зменшує витрати в процесі ухвалення рішення. Розв’яз-
ки, одержані цими методами, з урахуванням взаємозв’язку 
критеріїв, приводять до істотної економії засобів що витра-
чаються на них і ресурсів. Тому проблема відшукання множини 
альтернатив для багатокритеріальних задач та побудова нових 
методів для їх знаходження має велике практичне і теоретичне 
значення та потребує подальшого дослідження і удосконалення. 
Розглянемо постановку екстремальної задачі комбінаторної 

оптимізації, що об’єднує проблему багатокритеріальності та 
комбінаторні властивості розв’язків з додатковими умовами.  

7.1. Математична постановка екстремальної  
задачі за умови багатокритеріальності та  

метод її розв’язання 

Визначимо екстремальну багатокритеріальну задачу як 
обчислювальну проблема, у якій задана множина альтернатив 

{ }x ,Χ =  векторна цільова функція ( )F x : X R,→  де 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 i lF x f x , , f x , , f x ,= K K  що складається із часткових 

критеріїв ( )i lf x max, i N→ ∈ . Потрібно знайти альтернативу 
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0x X ,∈  на якій ця цільова функція приймає екстремальне 

значення: ( ) ( )0

x X
F x extr F X ,

∈
=  { }extr min,max∈ . Альтернативи 

x X∈  називають допустимими розв’язками, 0x  – оптимальний 
розв’язок, { }X x=  – множиною допустимих розв’язків. Тоді 

{ }X x=  – визначається деякою комбінаторною конфігурацією, 
елементи якої генеруються новими методами, що запропоновані 
в другому розділі.  
Зокрема, в залежності від властивостей задачі – вигляду 

часткових критеріїв, додаткових обмежень, використовуються 
методи генерування комбінаторних об’єктів: рекурсивний, ме-
тод переміщення максимального елементу. 
Як відомо, одним з основних, фундаментальних понять бага-

токритеріальної оптимізації взагалі є поняття оптимального по 
Парето, тобто ефективного розв’язку та оптимального по 
Слейтеру − слабо ефективного розв’язку.  
Визначення 7.1. Допустимий розв’язок 0x X∈  розгляду-

ваної багатокритеріальної задачі називається ефективним або 
Парето-оптимальним, якщо не існує такого розв’язку x X ,∈  що 

( ) ( )0F x F x ,≥  ( ) ( )0F x F x ,≠  тобто для якого мають місце 

нерівності 

( ) ( )0
k k lf x f x , k N ,≥ ∈  

причому хоча б одна з цих нерівностей строга. 
Головним завданням є відшукання ефективного розв’язку 

задачі. 
Серед методів пошуку Парето-оптимальних розв’язків най-

більшого розповсюдження отримали так звані алгоритми ліній-
ної згортки. Ці алгоритми базуються на наступному відомому 
факті: при визначеній цільовій вектор-функції елемент, що 

мінімізує (максимізує) лінійну згортку ( )
1

l

i i
i

F x ,µ
=
∑  є Парето-

оптимальними. З огляду на специфіку області допустимих 
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розв’язків екстремальної багатокритеріальної задачі на комбі-
наторній конфігурації, слід зазначити, що функція: 

( ) ( ) ( )( )1 lF x f x , , f x= =K ( )
1

l

i i
i

f xµ
=
∑  

є зростаючою за відношенням ≥  на деякій комбінаторній 
конфігурації, якщо всі числа 1 2 l, , ,µ µ µK  додатні. У випадку, 

якщо який-небудь з коефіцієнтів 1i ,µ =  а всі інші, 0j ,µ =  i j ,≠  

li, j N ,∈  то розглядається однокритеріальна задача з i-ю цільо-

вою функцією. Отже, максимізація функції ( )
1

l

i i
i

f xµ
=
∑  на комбі-

наторній конфігурації приводить до знаходження Парето-опти-
мальних розв’язків. 
Продовжуючи дослідження і розвиваючи отримані в попе-

редніх розділах результати, запропонований підхід до розв’я-
зання задачі ( )( )Z F x ,X , де ( )F x  – вектор-функція, Х – мно-

жина допустимих розв’язків, оснований на лінійній згортці 
(агрегації) часткових критеріїв задачі і подальшому зведенні 
пошуку розв’язку початкової задачі до розв’язку серії скалярних 
(однокритеріальних) задач, перевірки оптимальності отриманих 
розв’язків. Методи розв’язків однокритеріальних задач основані 
на ідеях декомпозиції, відтинаючих площин Келлі, релаксації та 
методі направленого структурування.  
Для розв’язування екстремальних багатокритеріальних задач 

застосуємо новий метод направленого структурування, який 
описаний і реалізований для розв’язування однокритеріальних 
екстремальних задач в попередніх розділах.  
Підхід до розв’язування багатокритеріальної екстремальної 

задачі на основі методу направленого структурування полягає у 
наступному:  

1) багатокритеріальна задача зводиться до однокритеріальної 
за допомогою лінійної згортки: для цього задаються вагові 
додатні коефіцієнти j l, j N ,µ ∈  які визначають ступінь важли-

вості кожного критерію, і максимізується лінійна комбінація 
цільових функцій, тобто розв’язується задача: 
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( )sZ f ,G , 

де ( )
1

l

i i
i

f x c ,x ,µ
=

=∑  
1

0 1
l

i l i
i

, i N , ,µ µ
=

≥ ∈ =∑  s nG R= . 

2) генеруються у певній послідовності всі елементи заданої 
комбінаторної конфігурації;  

3) будується на її елементах орієнтований граф, де дуга 
відповідає спаданню значень цільової функції;  

4) будується поліноміальний алгоритм для розв’язування 
задачі на частково упорядкованих вершинах графа;  

5) визначається множина Парето-оптимальних розв’язків. 
Дослідимо властивості області допустимих розв’язків. 

7.2. Властивості області допустимих  
розв’язків багатокритеріальних задач 

В попередньому пункті розглянуто означення Парето-
оптимального розв’язку. Крім цих розв’язків розглянемо 
розв’язок оптимальний по Слейтеру – слабо ефективний.   
Визначення 7.2. Розв’язок 0x X∈  слабо ефективний, ефек-

тивний по Слейтеру, якщо не існує такого розв’язку x X ,∈  що 
0x x ,>  тобто для якого мають місце нерівності 

( ) ( )0
k k nF x F x ,k N .> ∈  

Множину ефективний розв’язків будемо позначати через 
( )FP X , а слабо ефективних через ( )FSl X . 
Розрізняють також множину строго ефективних розв’язків: 

розв’язок 0x X∈  строго ефективний, ефективний по Смейлу, 
якщо не існує такого розв’язку x X ,∈  що 0x x ,>  0x x≠  тобто 
для якого мають місце нерівності 

( ) ( )0
k k nF x F x ,k N≥ ∈ . 
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Відповідно множину строго ефективних розв’язків позна-
чають ( )FSm X  і для всіх вище зазначених множин, згідно [172, 
192, 206, 207, 210, 223] виконується співвідношення 

( ) ( ) ( )F F FSm X P X Sl X .⊆ ⊆  (7.1) 

В багатокритеріальній задачі кожний розв’язок x X∈  пов-
ністю характеризується своєю оцінкою ( )y F x ,=  і тому вибір 
оптимального розв’язку зводиться до вибору оптимальної 
оцінки із множини Y  всіх допустимих оцінок. Тоді є важливим 
задача порівняння за перевагою векторних оцінок, тобто 
значення векторного критерію ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 nF x F x , F x , , F x= K . 

Зрозуміло, що найбільш просто співставити за перевагою ті 
векторні оцінки, які відрізняють одна від одної лише однією 
компонентою. Тому інформація за перевагою змін значень 
одного часткового критерію при фіксованих значеннях всіх 
останніх критеріїв є найбільш доступною і достовірною, а тому 
як раз таку інформацію доцільно одержувати в першу чергу і 
використовувати для аналізу задачі. 
Розроблено багато різних принципів прийняття рішень в 

ситуаціях такого роду. Але найбільш цікавими є традиційні, які 
пов’язані із виділенням із всієї множини розв’язків та оцінок 

( ){ }Y y a | a EΦ= = ∈  множини непокращуваних або оптималь-

них по Парето, оптимальних по Слейтеру, оптимальних по 
Смейлу векторів.  
Для подальшого викладу матеріалу розглянемо екстремальну 

багатокритеріальну задачу на комбінаторній конфігурації 
перестановок, враховуючи, що: 

( ) ( )n nM A conv P A ,=  

згідно [87, 239, 242], будемо розглядати елементи множини 
перестановок як вершини графа многогранника перестановок, 
вигляд якого відоми і представлений в другому і третьому 
розділах для однокритеріальних екстремальних задач як 
орієнтований граф за значеннями лінійної цільової функції. 
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Рис. 7.1. Представлення графа перестановок ( )nG P  для 4n =  

Тоді можна сформулювати задачу ( )Z F ,X  максимізації 

деякого векторного критерію ( )F x  на множині Х, причому 
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кожній точці ( )na P A∈  буде відповідати точка x X ,∈  така, що 

( ) ( )F x a .Φ=  

( ) ( ){ }Z F ,X : max F x | x X ,∈  

де ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 lF x f x , f x , , f x ,= K  1n
i lf : R R ,i N ,→ ∈  Х – непо-

рожня множина у nR , що визначається таким чином 

( )nX vert M A= . 
Оскільки для багатокритеріальних екстремальних задач на 

першому етапі метод направленого структурування зводить за-
дачу до однокритеріальної, то зрозуміло, що можна викорис-
товувати орієнтований граф, представлений на рис. 7.1 для 
подальшого знаходження розв’язку багатокритеріальної задачі.  
Для комбінаторних багатокритеріальних задач розв’язок 

представляє узагальнення поняття точки максимуму числової 
функції: розв’язок Парето-оптимальний, якщо значення кожного 
із критеріїв можна поліпшити лише за рахунок погіршення 
значень інших критеріїв. 
Властивостям і методам відшукання Парето-оптимальних 

розв’язків присвячено досить багато літератури, але для задачі 
( )Z F ,X  комбінаторної оптимізації необхідно врахувати специ-

фіку й комбінаторні властивості області допустимих розв’язків, 
тому є актуальним розглянути дане питання. 
З множини розв’язків Х необхідно вибрати такі, для яких 

виконувалася б умова належності комбінаторній конфігурації 
перестановок ( )nkx P A∈  і які були б «кращі» ніж інші. Виз-
начимо оптимальні розв’язки, тобто такі, які мають переваги над 
множиною інших розв’язків. Прямий перебір деякого найкра-
щого розв’язку, як правило є трудомістким. Тому визначемо 
правило вибору найкращого розв’язку з двох даних.  
Визначення 7.3. Якщо з двох заданих розв’язків 1x  і 2x  

множини Х, вибирається розв’язок 1x , то розв’язок 1x  переважає 
над розв’язком 2x .  
Всі пари вигляду ( 1x , 2x ), де 1x , 2x X ,∈  для яких розв’язок 

1x  переважає, над розв’язком 2x , утворюють деяку множину. 
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Відношення строгої переваги, що використовується при побудо-
ві множини позначимо символом f .  
Відношення f  повинне бути іррефлексивним, також слід 

вважати відношення f  асиметричним, оскільки інакше можуть 
одночасно виконуватися співвідношення 1x f 2x  і 2x f 1x , що 
суперечить означенню. 
У багатьох випадках доцільно припускати введене відно-

шення f  ще і транзитивним. Транзитивність відношення озна-
чає, що розв’язок 1x  переважає перед 2x , а 2x f 3x , тобто 2x  
переважає над 3x , то з двох розв’язків 1x  і 2x  буде вибрано 1x . 
Множину всіх оптимальних розв’язків множини Х позна-

чатимемо через opt X .
f

 Залежно від структури Х і виду відно-
шення f  множина opt X

f
 може містити єдиний елемент, скін-

ченну або нескінченну множину елементів, а також не містити 
жодного елементу. Якщо врахувати комбінаторну природу 
множини допустимих розв’язків задачі ( )Z F ,X , то opt X

f
 – є 

скінченною множиною, елементи якої є точки вибраної 
комбінаторної конфігурації, зокрема розміщень, перестановок, 
тобто nkx P ,∈  чи n

qkx A∈  та ін. 

Отже для задачі ( )Z F ,X  множина opt X
f

 містить принаймні 

два елементи. Розглянемо два довільні оптимальні розв’язки 1x  і 

2x . Оскільки передбачено, що розв’язки є оптимальними, то для 
них не може виконуватися відношення переваги f . Таким чи-
ном, згідно зазначеної умови, для розв’язків може виконуватися 
лише одне з трьох наступних співвідношень: 1x f 2x , або 

2x f 1x , або рівні один одному. 
Сформулюємо теорему, яка гарантує існування оптимальних 

розв’язків для комбінаторних багатокритеріальних задач 
оптимізації ( )Z F ,X . 
Теорема 7.1. Так як множина допустимих розв’язків 

( )X vert M A D= ∩  задачі ( )Z F ,X  не порожня і містить скін-
ченне число елементів, а відношення f  асиметричне і транзи-
тивне, то множина оптимальних розв’язків непуста, тобто 
opt X ≠ ∅f . 
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Доведення цього твердження носить конструктивний харак-
тер і його можна сформулювати у вигляді алгоритму [191]: 
Введемо позначення { }

11 11 12 1nX X x , x , , x= = K . 

Нехай 1 1n ,=  то { }1 11 1X x opt X= =
f

. Тому далі вважатимемо 

1 1n > . 
Перший крок алгоритму полягає в попарному порівнянні 

розв’язку 11x  з кожним з решти розв’язків множини. Якщо для 

деякого { }12 3i , , , n∈ K  виконується співвідношення 11 1ix x ,>  

то розв’язок 1ix  з множини 1X  видаляють; і він не може бути 
оптимальним. Інакше, тобто коли 1 1ix x ,≥  або 1 11ix x>  то 
розв’язок 1ix  зберігають. Якщо ні для якого 12 3i , , , n= K  не 
виконалось співвідношення 1 11ix x ,>  то розв’язок 11x  є опти-
мальним і його потрібно запам’ятати. Множину розв’язків, що 
залишилася в результаті вилучення, позначимо через: 

{ }
22 21 22 2 2 1nX x , x , , x ,n n= <K . 

Якщо 2X ,= ∅  то розв’язок 11x  оптимальний (він зберігається 
в пам’яті), оскільки через асиметричність відношення f  із 
співвідношення 11 1ix xf  випливає, що 1 11 12 3ix x , i , , , n ,> = K  не 
може мати місця. В такому випадку процедура відшукання 
множини 1opt X

f
 закінчена. Якщо ж 2X ,≠ ∅  то переходимо до 

наступного кроку алгоритму. 
Другий крок аналогічний першому і полягає в попарному 

порівнянні розв’язку 21x  з кожним із розв’язків 
222 2nx , , xK . Всі 

розв’язки 2ix , для яких виконується відношення переваги 

21 2ix x>  для 21x  із множини 2X  виключають. Крім того, вида-
ляють розв’язок 21x . При цьому, якщо ні для якого 22 3i , , , n= K  
не виконується співвідношення 2 21ix x ,>  то 21 2x opt X∈

f
. Більш 

того 21 1x opt X∈
f

 то розв’язок 21x  слід запам’ятати. Насправді, 
співвідношення 11 21x xf  не може мати місця, оскільки розв’язок 

21x  не був видалений з 1X  на першому кроці. Співвідношення 

1 2i ix xf  для 1 1 2 1ix X \ X ,i∈ ≠  також не може бути виконано, 
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оскільки 11 1ix xf  і відношення f  транзитивне: з 11 1ix xf  і 

1 21ix xf  слідує, що 11 21x xf . Множину розв’язків, що залиши-

лася, після вилучення позначимо { }
33 31 32 3 3 2nX x , x , , x ,n n= <K . 

Якщо 3 0X ,≠  то переходимо на наступний крок і т. д. 
Алгоритм, згідно транзитивності відношення f , дає можли-

вість знайти розв’язок 1kx , оптимальний на множині kX , тобто 

1opt X ,
f

 а значить, і на початковій множині ( )X vertM A D= ∩ . 

Оскільки множина ( )X vertM A D= ∩  містить скінченне 
число елементів, то через скінчене число кроків процедура 
закінчить свою роботу. Розв’язки, що зберігаються в пам’яті, 
утворюють шукану непусту множину opt X

f
. 

Можна оцінити «трудомісткість» сформульованого алгорит-
му, тобто визначити якнайменше і найбільш можливе число 
попарних порівнянь, які потрібно зробити для знаходження всієї 
множини opt X

f
. 

Найменше число порівнянь 1 1n −  має місце, якщо 11 1ix x ,f  

12 3i , , , n .= K  У «найдовшому варіанті» доведеться порівнювати 
між собою всі можливі пари розв’язків, і тому максимальне 
число порівнянь рівне ( )1 1 1 2n n /− . 

Теорема 7.2. Елементи множин ( )FP X  – Парето-опти-

мальних, ( )FSl X  – слабо ефективних розв’язків багатокрите-

ріальної комбінаторної задачі вигляду ( )Z F ,X  на перестанов-

ках nP  знаходяться у вершинах графа ( )G A  переставного 

многогранника ( )nM A . 
Доведення. Враховуючи співвідношення (7.1) між введени-

ми множинами ефективних розв’язків і той факт, що множина 
допустимих розв’язків X є підмножиною множини перестановок 

nP , справедливе наступне співвідношення: 

( ) ( ) ( )F F nP X Sl X P A⊆ ⊂ . (7.2) 

Як уже було зазначено, відповідно до [242, 245] множина 
перестановок nP  збігається з множиною вершин загального 
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переставного многогранника ( )nvert M A . Таким чином, 
справедливе включення (7.2). Теорема доведена. 
Нехай функції ( )i lf x , i N ,∈  векторного критерію ( )F x  є 

лінійними, тобто ( )i i lf x c ,x , i N .= ∈  Важливі властивості до-
пустимої області X і множин різних видів ефективних розв’яз-
ків, зазначені в теоремі 7.2, а також лінійність функцій век-
торного критерію дозволяють звести розв’язання задачі 

( )Z F ,X  до розв’язання задачі ( )Z F ,G  визначеній на допусти-
мій множині G M D= I . 
При встановленні різних видів ефективності розв’язків, якщо 

виконуються необхідні умови оптимальності розглянутого 
розв’язку, то гарантувати його ефективність не можна, однак, 
якщо ці умови не виконуються, то даний розв’язок не ефек-
тивний. Якщо використовуються достатні умови, то розв’язок, 
що їх задовольняє, ефективний, у протилежному випадку питан-
ня про ефективність розв’язків залишається відкритим. Якщо ж 
застосовуються необхідні і достатні умови, то питання вирішу-
ється однозначно: розв’язок ефективний тоді і тільки тоді, коли 
він задовольняє цим умовам.  
Як було зазначено, наряду з множиною різних видів опти-

мальності розв’язків є доцільним розглянути поняття оптималь-
них оцінок багатокритеріальних комбінаторних задач, які 
відіграють важливу роль у теорії багатокритеріальної опти-
мізації. 
Одним із основних понять Парето-оптимального розв’язку 

багатокритеріальних задач є поняття оцінки. Тобто, у багато-
критеріальній задачі кожний розв’язок x X∈  повністю характе-
ризуються своєю оцінкою ( )1 ly y , , y ,= K  де ( )i iy f x ,=  li N∈ . 
Тому вибір оптимального розв’язку зводиться до вибору опти-
мальної оцінки з множиною Y  всіх досяжних оцінок. 
Множина оцінок для екстремальної багатокритеріальної зада-

чі оптимізації ( )Z F ,X  визначається таким чином: 

( ) ( ){ }Y F X y R y F x , x E= = ∈ = ∈ . 

Отже, вибір розв’язку з елементів комбінаторної конфігурації 
E рівносильний вибору відповідної оцінки з Y. Розглянемо 
властивості Парето-оптимальних оцінок. 
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Так як множина Парето-оптимальних розв’язків у багато-
критеріальних комбінаторних задача позначена ( )FP X , тоді 

множину Парето-оптимальних оцінок позначимо ( )P F . 
У багатокритеріальних задачах порівнюються по перевазі  

векторні оцінки, тобто значення векторного критерію 

( )( )F f x ( ) ( ) ( )( )1 2 lf x , f x , , f x= K .  
Наряду з множиною Парето-оптимальних розв’язків екстре-

мальної багатокритеріальної задачі розглядається множина 
парето-оптимальних векторів в наступних роботах [172, 192].  
Визначення 7.4. Вектор ( )*F x  для Парето-оптимального 

розв’язку x∗  називають Парето-оптимальним вектором розв’яз-
ку або Парето-оптимальною оцінкою, а множина всіх таких 
векторів – множиною Парето-оптимальних векторів або оцінок.  
Позначимо 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }0 0
F FP F f P X F x Y | x P X= = ∈ ∃ ∈ , 

де Y означає множина можливих векторів, тобто ( )Y F x= . 

Природно, що найбільш просто порівнювати по перевазі ті 
векторні оцінки, які відрізняються один від одного лише однією 
компонентою [117, 170, 189]. Тому інформація про переваги 
зміни значення одного приватного критерію при фіксованих 
значеннях всіх інших критеріїв є найбільш доступна і досто-
вірна, і саме її доцільно визначати в першу чергу й використати 
для аналізу задачі, але такі ситуації бувають рідко, тому є 
необхідним більш глибоко досліджувати структуру області 
допустимих розв’язків. 
Для подальшого розгляду поняття Парето-оптимального 

розв’язку й оцінки комбінаторних багатокритеріальних задач 
оптимізації сформулюємо: 
Твердження 7.1. Максимум лінійної функції однокрите-

ріальної комбінаторної задачі: 

( )
1

k

j j
j

f x c x ,
=

=∑   (7.3) 
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де 
1 1

0
s s k

c ...c c ... c ,α α α α+
≥ ≥ > ≥ ≥  ks N ,∈  kN ,α ∈  на комбіна-

торній множині Е (перестановок, розміщень) досягається в точці 

( )1 kx x ,...,x E,∗ ∗ ∗= ∈  що задовольняє умовам: 

i i sx a i N ;α
∗ = ∀ ∈  

s i r i rx a i N ,α η+

∗
− += ∀ ∈  

якщо елементи мультимножини A впорядковані в такий спосіб: 

1 2 ki i ia a a ,≥ ≥ ≥K  (7.4) 

де r, s-константи, що задовольняють умовам r s k+ = , kr , s N ,∈  
а мінімум лінійної функції однокритеріальної комбінаторної 

задачі ( )
1

k

j j
j

f x c x ,
=

=∑  в точці ( )1 kx x , , x E,∗ ∗ ∗= ∈K  що задоволь-

няє умовам: 

i i sx a i N ;α
∗ = ∀ ∈  

s i r i rx a i N ,α η+

∗
− += ∀ ∈  

якщо елементи мультимножини A впорядковані таким 
способом: 

1 2 ki i ia a a ,≤ ≤ ≤K  

де r, s-константи, що задовольняють умовам r s k ,+ =  kr ,s N∈ . 

Позначимо 0x  – оптимальний розв’язок, то ( )0 0f x y=  – 

оптимальна оцінка даного розв’язку, тоді ( )( )F f x =  

( ) ( ) ( )( )1 2 lf x , f x , , f x= K  можна записати таким способом 

( ) ( )1 2 lF y y ,y ,..., y= . 

Визначення 7.5. Функція ( ) ( )1 2 lF y y , y , , y ,= K  що 

визначена на множині оцінок mY R ,⊂  є зростаючою по 
відношенню ≥ , якщо з виконання нерівності y y′≥  для векторів 

y, y Y ,′∈  завжди виконується нерівність ( ) ( )F y F y′≥ . 
Це означення являє собою узагальнене поняття зростаючої 

функції однієї змінної на випадок функції багатьох змінних. 
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Теорема 7.3. Якщо функція ( )F y  зростає по відношенню  

≥  і 0x  – точка максимуму функції ( )( )F f x =  

( ) ( ) ( )( )1 2 lF f x , f x , , f x= K  на комбінаторній конфігурації 

перестановок, то ( ) ( )0F x P A ,∈  що означає ( )0
Fx P X∈ . 

Доведення. Якщо 0x  – точка максимуму функції 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 lF f x F f x , f x , , f x= K , то відповідно до означен-
ня Парето-оптимального розв’язку, вона належить множині 
Парето-оптимальних розв’язків, а по означенню Парето-
оптимальних оцінок виконується наступне співвідношення 

( ) ( )0
yf x P F ,X∈ . 

Теорема 7.3 сформульована в термінах розв’язків. Але її 
можна переформулювати у термінах оцінок. 
Теорема 7.4. Нехай функція ( )F y  визначена на множині 

оцінок mY R⊂ . Для того, щоб точка 0y Y∈  була Парето-

оптимальною оцінкою, тобто ( )0y P F∈  для екстремальної 

багатокритеріальної задачі оптимізації ( )Z F ,X , достатньо, щоб 

вона була точкою максимуму на множині Y функції ( )F y , що 
зростає по відношенню ≥ , де Y  – множина оцінок. 
Доведення. Доведення випливає з теореми 7.3. Нехай, за 

умовою 0y Y∈  і ( ) ( )0F y F y≥  для всіх y Y∈ . Припустимо 

обернене: що для деякої оцінки y Y′∈  виконується нерівність 
0y y′ ≥ . Звідси, оскільки функція F  зростаюча, одержуємо 

нерівність ( ) ( )0F y F y ,′ >  що суперечить попередній. У свою 

чергу, якщо максимум досягався в точці, що належить вершині 
многогранника, тобто 0x M ,∈  то вона є Парето-оптимальним 
розв’язком задачі ( )Z F ,X , згідно теореми 7.3 і співвідношення 

( )0 0F x y ,=  тоді точка ( )0y P F∈ . Теорема доведена. 

Серед методів відшукання Парето-оптимальних розв’язків 
найбільшого розповсюдження одержали так звані алгоритми 
лінійної згортки. Ці алгоритми базуються на наступному 
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відомому факті: при додатньо-визначеній цільовій вектор-
функції елемент, що мінімізує (максимізує) лінійну згортку 

( )
1

l

i i
i

F x ,µ
=
∑  є Парето-оптимальними. З огляду на специфіку 

області допустимих розв’язків комбінаторної задачі, слід 

зазначити, що функція ( ) ( ) ( )( )1 lF x f x , , f x= =K ( )
1

l

i i
i

f xµ
=
∑  є 

зростаючою по відношенню ≥  на комбінаторній конфігурації 
розміщень, перестановок, якщо всі числа 1 2 n, , ,µ µ µK  додатні. 

Отже, максимізація функції ( )
1

l

i i
i

f xµ
=
∑  на комбінаторній мно-

жині Е (розміщень, перестановок) приводить до знаходження 
Парето-оптимального розв’язків. 
Зокрема, для багатокритеріальних безумовних задач на 

комбінаторній конфігурації перестановок встановлено наступ-
ний факт в вигляді теореми. 
Теорема 7.5. Розв’язок 0x S∈  комбінаторної багатокрите-

ріальної задачі ( )Z F ,S  є Парето-оптимальним, якщо існують 

числа 0i l, i N ,µ ≥ ∈  
1

1
l

i
i

µ
=

=∑  такі, що максимізують лінійну 

згортку 

( ) ( )0

1 1

l l

i i i i
x S

i i

f x max f xµ µ
∈= =

=∑ ∑  

критеріїв ( ) ( ) ( )1 2 lf x , f x , , f xK  на заданій комбінаторній конфігу-
рації перестановок. 
Доведення. Множина допустимих розв’язання Х задачі бага-

токритеріальної комбінаторної оптимізації ( )Z F ,X  є скінченою 

і обмеженою, тому що ( )X vertM A D= ∩ . Тоді, відповідно до 

твердження, існує розв’язок 0x X∈  задачі ( )Z F ,X , який є 
оптимальним, а відповідно Парето-оптимальним для комбіна-
торної багатокритеріальної задачі. Теорема доведена. 
Теорема 7.5 показує, що при деяких припущеннях, підби-

раючи коефіцієнти 1 2 l, , , ,µ µ µK  будь-який Парето-оптимальний 
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розв’язок можна одержати в результаті розв’язання відповідної 
однокритеріальної задачі максимізації. Аналогічний висновок 
справедливий і для оцінок. 
Твердження 7.1. Якщо компоненти вектор-функції 

( ) ( ) ( )( )1 lF x f x , , f x= K  

неперервні на деякій комбінаторній конфігурації, то ( )P F ≠ ∅ .  
Справедливість даного твердження очевидно. 
Твердження 7.2. Для комбінаторної багатокритеріальної 

задачі ( )Z F ,X  існує хоча б один Парето-оптимальний розв’я-
зок й, відповідно, хоча б один Парето-оптимальний вектор, 
тобто ( )FP X ,≠ ∅  ( )P F ≠ ∅ . 
З вище сформульованих теорем і тверджень випливає наступ-

ний спосіб відшукання одного з множини Парето-оптимальних 
розв’язків: знайти точку, що реалізує максимальне значення 

функції ( )
1

l

i
i

f x
=
∑  на множині допустимих розв’язання Х [191, 

192]. 
Враховуючи вище сказане, можна визначити умови зна-

ходження розв’язку багатокритеріальної задачі ( )Z F ,X  без 
додаткових обмежень. Таку багатокритеріальну задачу назвемо 
багатокритеріальною безумовною задачею з лінійними крите-
ріями на комбінаторній конфігурації. Тоді можна сформулювати 
наступне твердження. 
Твердження 7.3. Якщо iP  – множина перестановок 

( )1
i i i

k, ,α α α= K  елементів множини перших натуральних чисел, 

що задовольняють умові: 

1 2 1
0i i i i i

s s k

i i i i ic c c c c ,α α α α α+
≥ ≥ ≥ ≥ > ≥ ≥K K  

то множина абсолютних розв’язків задачі ( )Z F ,X  не порожня, 
якщо не порожня множина, що є перетином множини розв’язків, 
знайдених для всіх критеріїв даної задачі: 

1

l

i
i

R R
=

= ≠ ∅I . 
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Розглянуте вище твердження не дає відповіді на питання: які 
розв’язки знайдені – ефективні, слабо ефективні або строго 
ефективні. 
Сформулюємо наступне твердження. 
Твердження 7.4. Оптимальні розв’язки багатокритеріальних 

комбінаторних задач на комбінаторних конфігураціях знахо-
дяться у вершинах графа многогранника, де для множини 
перестановок ( )n nP vert M A ,=  і визначають Парето-оптимальну 
множину.  
Доведення. Якщо розглядати багатокритеріальну комбіна-

торну задачу ( )Z F ,X  без додаткових обмежень, то згідно 
твердження 7.5 оптимальний розв’язок – це точки комбінаторної 
конфігурації, що визначаються як вершини графа. Як відомо 

( )nk nkvert M A P ,=  то при накладенні додаткових умов D, ефек-
тивні розв’язки також будуть у вершинах, оскільки умови, які 
утворюють многогранну множину D тільки звужують область, 
яка описує область допустимих розв’язків X vert M D= ∩ . 
Зрозуміло, що випадок X = ∅  не розглядається. 
Теорема доведена. 
Завдяки наявності вказаного вище прямого зв’язку між 

множиною ефективних розв’язків і Парето-оптимальних векто-
рів та описаних вище властивостей можна застосувати алгоритм 
знаходження множини Парето-оптимальних векторів для задачі 
комбінаторної оптимізації ( )Z F ,X , аналогічний [119].  

Алгоритм 

Крок 1. Для всіх можливих точок ( )1 n nx x , , x P ,= ∈K  де nP  – 
комбінаторна конфігурація перестановок визначаємо множину 
можливих векторів { }1 2 lY y , y , , y= K . 

Крок 2. Утворюємо множину Парето-оптимальних векторів, 
вибравши ( ) ( )( )fP Y f P X=  ті, які співпадають з множиною 

розв’язків Y. 
Крок 3. Перевіряємо виконання нерівності i jy y ,≥  якщо 

воно виконується, то перейти до кроку 4, інакше перейти до 
кроку 5. 
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Крок 4. Видаляємо з поточної множини векторів ( )P Y  

вектор jy , переходимо до кроку 5. 
Крок 5. Перевіряємо виконання нерівності j i,<  якщо вона 

виконується, то покладаємо 1j j= +  і переходимо до Кроку 7. У 
іншому випадку необхідно перейти до кроку 8. 
Крок 7. Перевіряємо справедливість нерівності i jy y ,≥  

якщо вона виконується, переходимо до кроку 7, інакше 
повертаємося до кроку 5. 
Крок 7. Видаляємо з поточної множини векторів ( )P Y  

вектор iy  і переходимо до кроку 8. 
Крок 8. Перевіряємо виконання нерівності 1i l ,< −  якщо 

вона виконується, то покладаємо 1i i ,= +  а потім 1j i= +  і 
переходимо до кроку 3, інакше розрахунки закінчуються. Мно-
жина Парето-оптимальних векторів побудована повністю. 
Суть алгоритму полягає у тому, що шукана множина Парето-

оптимальних векторів утворюється послідовним видаленням 
завчасно відомих неоптимальних векторів. 
Алгоритм ускладнюється, якщо область можливих розв’язків  

визначається не тільки комбінаторними умовами, які описують 
граф деякої комбінаторної конфігурації, а накладаються ще 
додаткові обмеження.  
Досліджені розв’язки комбінаторної багатокритерійної зада-

чі, їх властивості та підхід до знаходження ефективних оцінок 
дають можливість розробити загальний підхід до розв’язання 
багатокритеріальних задач на комбінаторних конфігураціях. 
Далі розглянемо багатокритеріальну задачу на комбінаторній 
конфігурації розміщень та застосування до її розв’язання методу 
направленого структурування. 

7.3. Розв’язування екстремальних задач  
при умові багатокритеріальності за методом 

направленого структурування 

У даному пункті розглядається випадок, коли X – комбі-
наторна множина розміщень. ( ) ( ) ( ) ( )( )1 i lF x f x , , f x , , f x= K K  

− векторний критерій, заданий на множині ( )A B  розміщень, 
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породжуваних деякою скінченною мультимножиною 

{ }1 2 qB b ,b , ,b= K . Тоді задача має вигляд: ( )Z F ,X . 

Задача може містити також додаткові лінійні обмеження, які 
утворять опуклу многогранну множину nD R⊂  вигляду:  

{ }nD x R |Gx H ,= ∈ ≤  

де m nG R ,×∈  mH R∈ . 

Як відомо, розміщенням з q елементів по n називається 
впорядкований набір з n елементів, який належать мульти-
множині { }1 2 qB b ,b , ,b= K .  

Варто зазначити, що в цьому випадку поняття «оптимуму» 
має несуперечливе означення: допустимий розв’язок 0x  опти-
мальний, якщо він мінімізує (або максимізує) цільову функцію 
на  

( ) ( )0

x X

X : F x ,b min F x,b
∈

=  

або ( ) ( ) ( )0 0

x X

F x ,b F x ,b max F x,b ,
∈

= =  де X  містить елементи 

множини розміщень ( )A B . 

Кожний елемент множини ( )A B  є впорядкованим набором 
q  відповідних дійсних чисел. Не втрачаючи спільності, упоряд-
куємо елементи мультимножини B по неспаданню таким 
способом: 1 2 qb b b≤ ≤ ≤K . Тоді опуклою оболонкою загальної 

множини розміщень ( )A B  є загальний многогранник розміщень 

( )M conv A B=  [87], який запишемо в наступному вигляді:  

{ }1
1 1

1n
j i q j n

j i j

M x R b x b N , ,n ,
ω ω

ω
ω− +

= ∈ =

  = ∈ ≤ ≤ ∀ ⊂ = 
  

∑ ∑ ∑ K  

де ( )A B vert M .=  
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Згідно [87] ( )x M conv A B∈ =  є вершиною многогранника 
розміщень M  тоді й тільки, коли він являє собою перестановку 
чисел 1 1s q r qb , ,b ,b , ,b ,− +K K  де 0 s q,≤ ≤  0 r n,≤ ≤  s r n+ = . 
Враховуючи що, для переставного многогранника можна 

побудувати граф, за допомогою якого можна розглядати зміну 
значення цільової функції в точках − вершинах многогранника 
розміщень. Скористаємося наступною теоремою. 
Многогранник розміщень ( )M conv A B= = ( )n

qM B  при n q<  

і будь-якому векторі ( )1 2 qB b ,b , ,b= K  комбінаторно еквівалент-

ний переставному многограннику ( )nM B  розмірності n . 
З огляду на зв’язок між перестановками й розміщеннями, для 

елементів множини розміщень можна побудувати подібний 
граф многогранника розміщень ( )n

qM B . Далі ( )n
qM B = M  . 

Нехай існує граф ( )G B  комбінаторної конфігурації розмі-
щень M. 
Розглянемо приклад для розміщення з 4 елементів по 3. 

Опишемо побудову графа ( )G B  для розміщення з 4 елементів 
по 3. Для зручності подальшого викладу і розуміння, елементи 
множини розміщення – точки пронумеруємо від 1 до 24 тому що 
їх буде саме 24, і будемо їх називати вершинами 24ip ,i N∈  

графа ( )G B , які будуть розміщатися на чотирьох підграфах 

( )1G B , ( )2G B , ( )3G B , ( )4G B , залежно від вибору елементів із 

множини B. Тоді для підграфів графа ( )G B  виконуються 

наступні умови 1X X ,⊆  2X X ,⊆  3X X ,⊆  4X X ,⊆  де X , iX , 

4i N∈  – множина вершин; 1U U ,⊆  2U U ,⊆  3U U ,⊆  4U U ,⊆  де 

4iU ,U ,i N∈  – множина ребер. У підграфі ( )1G B , що розташо-

ваний у верхній частині графа ( )G B  вершини утворені з 

максимальних елементів мультимножини { }1 2 qB b ,b , ,b ,= K  

тобто (2, 3, 4), які утворюють елементи множини розміщень. 
Наступний підграф ( )2G B  можна побудувати шляхом заміни 
мінімального елемента на ще більш мінімальний, тобто виби-
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рається підмножина (1, 3, 4) і генеруються вершини. Аналогіч-
ним чином будуються підграфи: ( )3G B , вершини яких утворю-

ються шляхом генерування елементів (1, 2, 4) і ( )4G B  – 
вершини утворюються з (1, 2, 3). Далі розглянемо будь-який 
частковий критерій ( ) ( )if x f x ,=  li N∈  вектор-функції ( )F x .  

Вектор коефіцієнтів функції ( )
1

n

j
j

f x c ,x
=

=∑  позначимо 

( )jc c ,=r  nj N ,∈  де 1 2 nc c ... c ,≤ ≤ ≤  ni N∈  для функції. Тоді 

значення функції ( )f x  в довільній точці ( )1 24ip i≤ ≤  визна-

чається як скалярний добуток ( ) ( )j j jf p p ,c= .  

Далі розглянемо побудову вершин у підграфах. Слід зазна-
чити, що граф ( )G B  можна побудувати індуктивним способом, 
починаючи із двох перших елементів розміщення, аналогічно 
графу многогранника перестановок [60, 61]. Розглянемо одну 
цікаву властивість у вигляді леми, що будемо використо-
вуватися для побудови графа. 
Лема 7.1. Із двох суміжних вершин i jp , p  графа розміщень 

M функція ( )f x  приймає не менше (більше) значення для тієї 
вершини, у якій максимальний з двох елементів, що різняться, 
перебуває праворуч, за умови, що коефіцієнти цільової 

( )
1

n

j
j

f x c ,x
=

=∑  функції впорядковані таким чином 

1 2 nc c ... c≤ ≤ ≤ ni N∈ . 
Розглянемо вершини 1p  й 2p , які розміщені на деякому 

підграфі ( )1G B  графа ( )G B . Нехай маємо вершину 

( ) ( )1 12 3 4p , , G B ,= ∈  тоді 2p  утворена із 1p  шляхом транс-
позиції елементів 1 і 2. Відповідно до леми 5.3 одержимо 
співвідношення значень цільової функції в цих точках: 

( ) ( )1 2f p f p≥ . Якщо тепер у вершинах 1p , 2p  поміняти міс-

цями елементи 2 і 3, то одержимо вершини 3p  й 5p , для яких 

виконується співвідношення ( ) ( )3 5f p f p≥ . Крім того, по 
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лемі 7.1 одержуємо ( ) ( )1 3f p f p≥  й ( ) ( )2 5f p f p≥ . Анало-

гічно, шляхом транспозиції елементів 1 і 3 одержимо з 2p  
вершину 4p , а з 4p  транспозицією елементів 2, 3 вершину 6p . 

У результаті цих дій одержимо повний підграф ( )1G B , що 
містить всі вершини многогранника розміщень M, отримані з 
елементів ( )2 3 4, , . Очевидно, що в підграфі ( )1G B  функція 

( )f x  приймає максимальне значення у вершині 1p  й мінімаль-

не – у вершині 6p  (при впорядкуванні елементів множини роз-
міщень і коефіцієнтів цільової функції за зростанням). 
Шлях (маршрут) на кожному підграфі графа ( )G B  визна-

чається послідовністю вершин і ребер для першого підграфа 
( )1G B  відповідно:  

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6p u p u p u p u p u p u , 

для другого ( )2G B  – послідовністю 

7 7 8 8 9 9 10 10 11 11 12 12p u p u p u p u p u p u , 

для третього ( )3G B  – послідовністю  

13 13 14 14 15 15 16 16 17 17 18 18p u p u p u p u p u p u , 

для четвертого ( )4G B  –  

19 19 20 20 21 21 22 22 23 23 24 24p u p u p u p u p u p u , 

де 24i ip vert M ,u U ,i N∈ ∈ ∈ .  

Ребро iu  з’єднує вершину ip  з вершиною 1ip ,+  тобто вико-

нується відношення інцидентності ( )1i i ip ,u , pΦ + . У кожному 

підграфі ( )1G B , ( )2G B , ( )3G B , ( )4G B  можна визначити 
гамільтонів цикл, що містить всі вершини підграфа. 
Для подальшого викладу матеріалу розглянемо деякі цікаві 

властивості описаного графа ( )G B  розміщень згідно (рис. 7.2). 
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Рис. 7.2. Представлення графа послідовності розміщень 
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Говорячи про яку-небудь задачу на графі ( )G B , її допусти-
мий розв’язок позначимо через x, маючи на увазі, що 

( )x xx X ,U=  – це підграф графа ( )G B  з множиною вершин 

xX X ,⊆  де X – множина вершин графа ( )G B  і множиною 

ребер xU U⊆  – множиною всіх допустимих розв’язків цієї зада-
чі, який задовольняє певним умовам. Для розглянутої задачі 
множина всіх допустимих розв’язків X vertM= . 
Оскільки побудова даного графу подібна графу перестано-

вок, що описаний у роботі [60, 61] та другому розділі, то 
доцільно стверджувати, що граф ( )G B  складається з підграфів, 
які є скінченними й ізоморфні між собою (рис. 7.2). 
Граф ( )G B  можна розглядати як скінченний граф, що є об’єд-

нанням чотирьох підграфів ( ) ( )1 1 1G B X ,U ,=  ( ) ( )2 2 2G B X ,U ,=  

( ) ( )3 3 3G B X ,U ,=  ( ) ( )4 4 4G B X ,U ,=  де 1 2 3 4X , X , X , X vert M∈  й 

для ( )G X ,U ,=  1 2 3 4vert M X X X X X ,= = U U U  1 2U U U= U . 

Оскільки ( ) ( )1 1 1G B X ,U ,=  ( ) ( )2 2 2G B X ,U ,=  ( ) ( )3 3 3G B X ,U ,=  

( ) ( )4 4 4G B X ,U=  графи попарно ізоморфні, тому що між їх 
вершинами й ребрами існує взаємнооднозначна відповідність, 
то графи можна однаково зображувати графічно й відрізнятися 
вони будуть тільки мітками вершин, що й позначено на рис. 7.2. 
Граф комбінаторної конфігурації розміщень орієнтований, як 

це представлено на рис. 7.2 згідно значень лінійної цільової 
функції  
Для цього розглянемо шістки точок – вершини підграфів 

графа ( )G B , які можна представити на площині у вигляді 
плоского (планарного) графа, так само як і для графа переста-
новок [60]. Причому для кожної шістки вершин можна 
побудувати гамільтонів шлях. Для довільних n граф ( )G B  
розкладається на підграфи, де найменший складається із 
множини вершин і дуг, що з’єднує ці вершини, та знову 
приводить до розгляду підграфів вигляду ( ) ( )1 1 1G B X ,U ,=  

( ) ( )2 2 2G B X ,U ,=  ( ) ( )3 3 3G B X ,U ,=  ( ) ( )4 4 4G B X ,U .=  
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З огляду на властивості графа ( )G B  розглянемо алгоритм 

розв’язання задачі ( )Z F ,X  на графі розміщень. В алгоритмі 
використовується метод розв’язування підзадачі, що полягає в 
знаходженні множини точок – вершин графа за екстремальними 

значеннях цільових обмежуючих функцій ( )1
1

m

ij i i
i

G x g x h ,
=

= =∑  

mi N ,∈  kj N ,∈  які визначають додаткові обмеження на основі 
методу ділення відрізка навпіл (методу дихотомії) викорис-
товуючи властивості графа ( )G B .  

Алгоритм розв’язання векторної задачі на розміщеннях 

Нехай ( ) ( )G B X ,U=  є граф, задана також множина підгра-

фів { }1 qG , ,G .K  Допустимий розв’язок x визначається як під-

граф ( )x x x xx X ,U , X X ,U U ,= ⊆ ⊆  у якому кожний компонент 

зв’язності ізоморфний графу ( )G B , де X – множина допустимих 

розв’язків на графі. З огляду на багатокритеріальність заданої 
задачі, зазначимо що її необхідно звести до однокритеріальної 
задачі. 
Для цього застосуємо відомий алгоритм лінійної згортки. Ці 

алгоритми базуються на наступному відомому факті: при до-
датньо-визначеній вектор-цільової функції елемент x X ,∈  

максимізуючий лінійну згортку ( )F x ,λ  є Парето-оптимальним. 

Далі загальна ідея запропонованого методу розв’язання задачі 

( )Z F ,X  полягає в послідовному розгляді підзадач, кожна з 

яких містить функції з вектор-функції й функції-обмеження.  

Алгоритм 

Початковий крок. Вважаємо 0s = . Зведемо багатокрите-
ріальну задачу ( )Z F ,G  на графі ( )G B  конфігурації розміщень 

до однокритеріальної за допомогою лінійною згортки: задаємо 
вагові невід’ємні коефіцієнти j l, j N ,λ ∈  які визначають ступінь 
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важливості кожного критерію, і максимізуємо лінійну комбі-
націю цільових функцій, тобто розв’язуємо задачу 

( )sZ f ,G , 

де ( )
1

l

i i
i

f x c ,x ,λ
=

=∑  
1

0 1
l

i l i
i

, i N , ,λ λ
=

≥ ∈ =∑  s nG R= . 

У випадку, якщо який-небудь із коефіцієнтів 1i ,λ =  а всі інші 

0j ,λ =  i j ,≠  li, j N ,∈  то розглядається однокритеріальна задача 

з i -ю цільовою функцією.  

Задаємо елементи множини ( )1 2 qB b , b , ,b ,= K  які впоряд-

ковані 1 2 qb b b≤ ≤ ≤K  задаємо коефіцієнти цільової функції  

1 2 nc ,c , ,cK . 

Основна частина 

Крок 1. Упорядкуємо коефіцієнти i ic ,λ ⋅  li N ,∈  

1 1 2 2 n nc c ... c ,λ λ λ≤ ≤ ≤  ni N∈  цільової функції ( )
1

l

i i
i

f x c ,xλ
=

=∑ .  

Крок 2. Визначаємо мінімальні й максимальні значення 

цільової функції ( )
1

l

i i
i

f x c ,x ,λ
=

=∑  обчислюємо значення 

( )*
minf x , ( )*

maxf x  на загальному графі многогранника ( )G B  й 

на кожному з підграфів ( ) ( )1 nG B , ,G B .K  

Крок 3. 0k .=  Вибираємо одне з додаткових обмежень 

1

m

i ij i
i

h g x ,
=

=∑  m ni N , j N∈ ∈  присвоюємо 1k k ,= +  якщо k m,=  

тобто всі обмеження обрані, то на крок 10. Інакше, задаємо 
коефіцієнти додаткового обмеження k: ijg , mi N ,∈  kj N ,∈  
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1k k ,= +  i : k i= − . Будуємо решітки для перетворення індексів 
коефіцієнтів (упорядковуємо коефіцієнти): 

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4
k kU U .α α α α α α α α

   
′= ⇒ =   ′ ′ ′ ′   

 

Крок 4. Перетворюємо додаткове обмеження в обмеження 
вигляду: ( ) ( )ij i ij ig x U g x h ,= ≥%  у якому коефіцієнти впорядковані 

по зростанню. 

Крок 5. Визначаємо ( ) ( )* *
k max k ming x max, g x min= =% %  на графі 

( )G B . 

Крок 6. Знаходимо значення функції додаткового обмеження 
( )ijg x%  в лівих крайніх точках 

leftip , які визначають max значень 

функції ( )kg x%  на кожному підграфі ( ) ( )1 nG B , ,G BK  графа, 

представивши граф в вигляді структурної схеми. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 7.3. Структурна схема графа ( )nG P  

Крок 7. Порівнюємо виконання обмежень ( )q qg x b ,≥%  якщо 

умова виконується, запам’ятовуємо 
leftip  і переходимо на 

наступний крок 8. Інакше на крок 9. 

1G

...G

1nG −

nG
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Крок 8. Знаходимо значення функції – додаткового обме-
ження в точках 

riteip  (точки, які визначають min значення ( )kg x%  
на кожному підграфі). Ділимо відрізок, що визначається 
точками ( )

rite lefti q ip g x p≤ ≤  на кроці 6, 7 навпіл і одержуємо 

точку 
( )

2
left ritei i*

p p
x

−
= . Переходимо на наступний крок. 

Крок 9. Перевіряємо виконання перетвореного додаткового 
обмеження ( )k kg x b ,≥  підставивши значення точки *x  із мно-

жини розміщень ( )A B . Якщо нерівність виконується, то 

запам’ятовуємо потрібний відрізок * *
minx , p    або * *

maxp ,x   . 

Перевіряємо виконання умови k m,= , якщо не виконується, то 
переходимо на крок 3. Інакше на наступний крок. 
Крок 10. Для всіх додаткових обмежень шукаємо підграф, 

що визначається множиною вершин і обчислюємо на ньому min 
або max значень цільової функції ( )f x . Задача розв’язана, якщо 
значення цільової функції знаходяться в точках на перетині і 
визначають об’єднання вершин підграфів ( ) ( )1 nG B , ,G B .K  
Інакше – задача нерозв’язна. 
Таким чином, результатом роботи алгоритму є підграф 

( )0x X ,U ,Φ=  вихідного графа ( ) ( )G B X ,U , ,Φ=  з якого виби-

раються Парето-оптимальні розв’язки, такі як 0x , що задо-
вольняють означенню Парето-оптимального розв’язку задачі 

( )Z F ,X . Оскільки розв’язки задачі шукається на скінченній 
дискретній множині розміщень, то можна гарантувати зна-
ходження хоча б одного Парето-оптимального розв’язку x%  
задачі ( )Z F ,X  з вектор-цільовою функцією, а відповідно, 

застосування алгоритму до даного графа ( )G B . 

7.4. Розв’язання багатокритеріальних задач 
оптимізації на полікомбінаторних множинах 

Систематичне вивчення властивостей комбінаторних множин 
та їх дослідження описані в багатьох роботах. Поряд з добре 
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відомими комбінаторними конфігураціями перестановок, розмі-
щень, сполучень, розбиттів виділяються більш складні структу-
ри – полікомбінаторні структури [98, 240]. Підвищений інтерес 
до полікомбінаторних конфігурацій обумовлений дослідження-
ми останніх років в області комп’ютерних технологій при ство-
ренні сучасних алгоритмів і програм для розв’язування оптимі-
заційних задач. Слід зазначити, що задачі комбінаторної опти-
мізації на полікомбінаторних множинах невід’ємно пов’язані з 
комбінаторними многогранниками, що є опуклими оболонками 
таких множин, і їх властивостями та описані в [99, 245].  
В даному розділі продовжується дослідження багатокрите-

ріальних задач на полікомбінаторних множинах перестановок, 
розміщень, відображені в роботах [99, 245]. На підставі встанов-
леного взаємозв’язку між багатокритеріальними задачами на 
комбінаторних множинах і оптимізаційними задачами на непе-
рервній допустимій множині, встановлено деякі структурні 
властивості допустимої області, множин різних видів ефек-
тивних розв’язків, а також сформульовано і доведено ряд теорем 
про умови оптимальності ефективних розв’язків розглянутих 
задач [206]. Для векторних задач комбінаторного типу на 
полірозміщеннях запропонований один з можливих підходів до 
їх розв’язання. 
Розглянемо основні поняття та означення, необхідні для 

постановки задачі та викладу основних результатів даної задачі 
[99, 245]. Зазначимо, що поняття вибірки, мультимножини озна-
чено в попередніх розділах. 
Представимо множину qN  у вигляді впорядкованого розбит-

тя на s, де s q,<  непустих попарно непересічних підмножин 

1 sN , , N ,K  тобто для них виконуються умови: i jN N ,∩ = ∅  

iN ,≠ ∅  jN ,≠ ∅  si, j N ,∀ ∈  а так само впорядковане розбиття 

числа k  на s  доданки 1 2 sk ,k , , k ,K  що задовольняє умова 

1 i ik q ,≤ ≤  s i ii N , N q∀ ∈ = . Очевидно, що 1 2 sq q ... q q,+ + + =  

1 2 sk k ... k k+ + + = . 
Позначимо H – множину елементів вигляду: 

( ) ( )( ) ( )11 sh h , ,h k h , ,h ,= =K K  
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де ( ) nh j N ,∈  kj N ,∈  а ih  – довільна перестановка елементів 

множини i sJ i N∀ ∈ . 
Нехай підмультимножина iA  мультимножини A, складається 

з тих елементів A, номера яких належать множині iN : 

{ }1 i

i i i
kA a , ,a ,= K  i iN k= . 

Як відомо [99, 245], множину  

( ) ( ) ( )( ) ( ){ }1
ns k
qk nh h k h iA A,H a ,...,a a A i N , h H R= ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ ⊂  

називають загальною множиною полірозміщень, зазначених 
( )ns ns

qk qkA A,H A= . 

Опуклою оболонкою множини ( )ns
qkA A,H  полірозміщень є 

 многогранник ( )ns
qkM A,H  полірозміщень, ( )ns

qkM A,H =  

( )ns
qkconvА A,H ,=  множина вершин якого є підмножиною 

множини полірозміщень: ( ) ( )ns ns
qk qkvert M A,H А A,H⊂ . 

Множина ( )ns
qkM A,H  визначається сукупністю всіх розв’яз-

ків системи: 

1 1 1 1

i i i i

j

n n m m
i i

j j s j
j j j j

x a , i N , x a ,α
= = = =


≤ ∈ ≥


∑ ∑ ∑ ∑  

1ii q j i sm N , N , i N ,α−∈ ∈ ∀ ∈  j t i, j t , j ,t N ,α α≠ ∀ ≠ ∀ ∈  при умові 
впорядкування елементів мультимножини A за неспаданням: 

1 ka a≤ ≤K . Очевидно, що це впорядкування зберігається й для 

кожної підмультимножини iA  si N ,∈  з A. 

Зрозуміло, що кожний з многогранників ( )i

i i

n i
q kM A  являє 

собою многогранник розміщень, а отже визначає об’єкти 
конфігурації розміщень.  
Оскільки для конфігурації розміщень відомий орієнтований 

граф по значеннях лінійної функції, то його представлення мож-
на використати і для полірозміщень, згідно означення добутку 
многранників і відповідної рівності 
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( ) ( ) ( ){ }1
1

1

i s i

i i i i

s
n d ... d ni i
q k s i q k s

i
M A x R | x x , , x , x M A i N ,+ +

=
⊗ = ∈ = ∈ ∀ ∈K  

де точка ( )
1

i

i i

s
n i
q k

i
x M A

=
∈⊗  задовольняє кожній з s підсистем 

системи  

1

i

i

i

i

i

i
i

N
j j

j i
i s

N
j j

j

x a

N , i N

x a

ω

ω

ω

η
ω

ω∈

− +
∈


 ≥
 ′∀ ⊂ ∀ ∈


≤


∑ ∑

∑ ∑

. (7.5) 

Отже, можна стверджувати, що якщо ih
a  – вершина мно-

гогранника ( )i

i i

n i
q kM A , то ( )

1
i

s

hi
a h a

=
= ⊗ . Відповідно  

( ) ( )1 sh h
a h a , , a ,= K  

де ( ) ( )ns
qka h P A,H∈ . 

Розглянемо структуру безумовної багатокритеріальної задачі 
на полірозміщеннях. Через m sN ,N  позначаємо множини m та s 

перших натуральних чисел відповідно, { }1mN , , m ,= K  

{ }1sN , , s= K . 
Критерії, що оптимізуються, можна представити набором 

функцій: 

( ) 1
1

1

k

j j
j

f x c x min;
=

= →∑  

( ) 2
2

1

k

j j
j

f x c x min;
=

= →∑  

… 

( )
1

k
s

s j j
j

f x c x min;
=

= →∑  
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( ) 1
1

1

k
s

s j j
j

f x c x ;max+
+

=
= →∑  

… 

( )
1

k
m

m j j
j

f x c x max.
=

= →∑  (7.6) 

Тобто з m функцій s мінімізуються, а m s−  навпаки макси-
мізуються. Але у практичному застосування часто виникає 
потреба у зменшенні одних критеріїв та збільшенні інших. 
Частинним випадком цієї ситуації буде випадок, коли всі 
функції максимізуються або мінімізуються. 
Набір функцій (7.6) як відомо можна представити у вигляді 

вектор-функції: 

( )1 1s s mF f , , f , f , , f+− −
ur

K K  (7.7) 

максимум якої нам необхідно знайти. 
Умова належності розв’язків множині полірозміщень може 

виникати з додаткових умов, що накладаються на змінні в самій 
постановці задачі. У побудованій математичній моделі на 
розв’язок накладається умова належності множині поліроз-
міщень у вигляді: 

( ) ( )1
ns

k qkx x , , x A A,H= ∈K . (7.8) 

З урахуванням усіх вище означених умов, задачу можна 
сформулювати наступним чином: знайти множину значень (7.8), 
що є оптимальними для функції (7.7). 
Таку задачу назвемо комбінаторною багатокритеріальною 

безумовною задачею на множині полірозміщень. Якщо на 
множину допустимих розв’язків накладаються додаткові умови 
вигляду:  

ij j ja x b ,≤  

де m ki N , j N ,∈ ∈  (7.9) 

то задача вигляду (7.7)–(7.9) є комбінаторною багатокри-
теріальною з додатковими обмеженнями. 
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Підхід до розв’язування комбінаторних  
багатокритеріальних задач на полірозміщеннях 

При розв’язуванні багатокритеріальних комбінаторних задач 
постає питання визначення ефективного розв’язку, що пов’язане 
з порівнянням альтернатив на множині цільових функцій. Слід 
зазначити, що такий розв’язок може виявитись не оптимальним 
для жодної з цільових функцій, проте, він є найкращим 
компромісним розв’язком з урахуванням усіх цільових функцій 
(критеріїв) одночасно. 
Визначення 7.5 [171, 172]. Альтернатива 0x  має назву ефек-

тивної, якщо на множині допустимих альтернатив Х, що визна-
чається умовами (7.8), (7.9), не існує такої альтернативи x , для 
якої виконувались би нерівності: 

( ) ( )0 1i if x f x , i I≥ ∀ ∈  

(7.10) 
( ) ( )0 2i if x f x , i I≤ ∀ ∈  

і хоча б одна з них була строгою. 
Це означає, що жодна з допустимих альтернатив не може 

покращити значення деякої цільової функції, не погіршуючи 
при цьому хоча б одну з цільових функцій, що залишились. 
Ефективну альтернативу називають також оптимальною по 
Парето. Усі такі альтернативи складають множину Парето-опти-
мальних розв’язків ( )FP X  комбінаторної задачі на полірозмі-
щеннях. Крім Парето-оптимальних (ефективних) розв’язків 
визначають також і інші множини розв’язків задач комбіна-
торної багатокритеріальної оптимізації на полірозміщеннях, такі 
як ( )FSl X  – множина оптимальних по Слейтеру (слабко 

ефективних) розв’язків, ( )FSm X  – множина оптимальних по 
Смейлу (строго ефективних) розв’язків. Такі множини для 
багатокрітеріальних задач на перестановках були розглянуті в 
попередньому пункті. 
Вивчення властивостей даних множин є необхідним для 

дослідження досить важливого та актуального питання стійкості 
оптимізаційних багатокритеріальних задач на полікомбіна-
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торних множинах та стійкості їх розв’язків. Це пов’язано з тим, 
що вихідні дані задач, які є математичними моделями різно-
манітних процесів, в більшості випадків не можуть бути виз-
начені однозначно. Вони задаються з деякою похибкою і 
залежать від багатьох параметрів, а тому потребують уточнення 
в процесі розв’язування задачі. Для багатьох задач такі зміни 
значень критеріїв приводять до суттєвих змін результату, а це в 
свою чергу до неточності істинного розв’язку. Тому необхідним 
кроком є дослідження питання стійкості розв’язків задач, виді-
лення класів стійкості та розробка методів, які б дозволяли 
змінити чисельний розв’язок некоректних задач із непередба-
ченим впливом збурень у вихідних даних задачі, що докладно 
пояснюється в роботах [217, 219]. 

Комбінований метод для розв’язування  
комбінаторної багатокритеріальної задачі  

оптимізації на полірозміщеннях 

Розглядається метод, що є поєднанням двох методів: методу 
обмежень [60, 105] та методу комбінаторного відсікання [97, 
243]. 
Як зазначалося, комбінаторні багатокритеріальні задачі є 

досить актуальними при розв’язанні ряду прикладних задач, але 
розроблені існуючі методи не повністю адекватно можуть 
знаходити розв’язок таких задач. Є доцільним розробити новий 
підхід до їх розв’язання. 
Розглянемо метод обмежень [105, 117], адаптований до вище-

зазначених позначень. 
Нехай задана деяка множина цільових функцій ( )if x , де 

( )
1

k

i ij j m
j

f x c x , i N
=

= ∈∑  

причому s перших функцій треба мінімізувати, а наступні m s−  
– максимізувати, що записано у вигляді вектор-функції (7.7) На 
результуючий вектор { }j kX x , j N= ∈  накладені обмеження 

виду (7.9) а також умова належності розв’язку множині полі-
розміщень (7.8). 
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Алгоритм розв’язування задачі 

1. Умова належності розв’язку множині полірозміщень запи-
сується у вигляді системи нерівностей, що описують відповідну 
комбінаторну множину. Покладаємо значення цілочислової 
змінної 0k = . 

2. Об’єднується система (7.5) пункту 1 з системою лінійних 
обмежень (7.9) задачі. 

3. Визначаються для кожної з функцій такі розв’язки, що 
задовольняють обмеження (7.8) і (7.9), а також мінімізують та 
максимізують функції, підставивши відповідні значення у 
кожну з функцій. 

4. Застосовуються наступні відображення:  
а) для функцій, що мінімізуються: 

( )( )
0

1 1

0

1 1

k k

ij j ij j
j j

i i k k

ij i max ij j
j j

c x c x

W f X ,
c x c x

= =

= =

−
=

−

∑ ∑

∑ ∑
 si N ;∀ ∈   (7.11) 

б) для функцій, що максимізуються: 

( )( )
0

1 1

0

1 1

k k

ij j ij j
j j

i i k k

ij j ij i min
j j

c x c x

W f X ,
c x c x

= =

= =

−
=

−

∑ ∑

∑ ∑
 m si N ,−∀ ∈  (7.12) 

де 0
jx  – розв’язок, що задовольняє умовам (7.11), (7.12), та 

оптимізує i-ту цільову функцію, а ( )max minx x  – розв’язки, що 

максимізують (мінімізують) відповідний критерій на допустимій 
множині розв’язків.  

5. Записується наступна задача лінійного програмування:  

0 1nk x min+= →  
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  (7.13) 

Розв’язуємо її двоїстим симплекс-методом. 
Зауваження до пункту 5. Компромісним розв’язком даної 

багатокритеріальної задачі буде такий ефективний розв’язок x, 
для якого відносні відхилення однакові та мінімальні, тобто: 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 0m m minW X W X ... W X kρ ρ ρ= = = = . (7.14) 

6. Задача пункту 5 перетворюється до вигляду: 
мінімізувати 0 1nk x +=  при обмеженнях 

1 1 1 1 1
1

0
n

j j n n
j

d x d x d ;+ +
=

+ + ≥∑  

1 1
1

0
n

ij j in n i
j

d x d x d ;+ +
=

+ + ≥∑  

… 

1 1
1

0
n

mj j mn n m
j

d x d x d ;+ +
=

+ + ≥∑  
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де коефіцієнти визначаються наступним чином: 
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Покладаємо 
1

i m, i N
m

ρ = ∀ ∈ . 

7. Перевіряємо належність вектора-розв’язку ( )1 nx x , , x= K  

полікомбінаторній множині (7.8). Якщо ( ) ( )1
ns

n qkx x , , x A A,H ,= ∈K  

то розв’язок знайдено і алгоритм завершує свою роботу, інакше 
переходимо до пункту 8. 

8. Перевіряємо 1k > . Якщо «так», то робимо перехід на 
крок 10. Інакше – перехід на крок 9. 

9. Збільшуємо k на одиницю: 1k k .= +  Додаємо до системи 
обмежень сформовану нерівність-відсікання: 
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1 2

1 2

1
ii i

i i i

xx x
... γ

γ
Θ Θ Θ

+ + + ≥    (7.15) 

у вигляді рівності 

1 2

1 2

1
ii i

n q
i i i

xx x
... x ,γ

γ
Θ Θ Θ +− − − − + = −   (7.16) 

ввівши допоміжну змінну 0n qx + ≥ . У формулах (7.15), (7.16) 

1i , , iγK  – номери небазисних змінних в останній точці *x , γ  – 

їх кількість, а ij j NγΘ ∀ ∈  знаходиться так: 

0ij

i t
i

j:a
ij tj

b b
min .

a a
Θ

>
= =  (7.17). 

Переходимо на крок 5. 
10. Перевіряємо: 1 0n qΘ + − =  ( 1n qΘ + −  обчислюється за форму-

лою (7.17). Якщо «ні», переходимо на крок 9. Якщо «так», то в 
останній приєднаній до системи рівності (7.16) замінити введену 
там допоміжну змінну на 0. Переходимо на крок 5 алгоритму. 
Приклад розв’язання задачі. Нехай задана мультимножина 
{ }1 2 3 3 4A , , , , ,=  що містить 5 елементів. Отже { }5 1 2 3 4 5N , , , ,= . 

Нехай задано 2s ,=  виберемо розбиття 5N  на множини 

{ } { }1 21 3 5 2 4N , , ;N ,= = . Нехай задано 2k =  та вибрані  

1 1k ,=  2 1k = . Тоді множина H утворюється у вигляді: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 4 3 2 3 4 5 2 5 4H , ; , ; , ; , ; , ; ,= . А отже, множина полі 

розміщень матиме такий вигляд:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }22
54 1 2 1 3 3 2 3 3 4 2 4 3A A,H , ; , ; , ; , ; , ; ,= . 

Математична постановка: знайти множину значень 

( )22
54x A A,H ,∈  що є оптимальними для функцій 
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( )1 1 22 3f x x x ;= +  

( )2 1 22f x x x= − − . 

Розв’язання. Запишемо многогранник полірозміщень (7.30) 
у вигляді системи обмежень: 

1

1

2

2

1 2

1 2

1

4

2

3

3

7

x

x

x

x

x x

x x

≥
− ≥ −
 ≥
− ≥ −
 + ≥


− − ≥ −

. 

Скориставшись формулами (7.11), (7.12), перетворимо функ-
ції. Для цього проаналізуємо кожну з функцій на найбільше та 
найменше значення: 

1x  2x  1F  2F  

1 2 8 –5 
1 3 11 –7 
3 2 12 –7 
3 3 15 –9 
4 2 14 –8 
4 3 17 –10 

Отже, отримаємо наступні функції: 

1 2 1 2
1 3

17 2 3 17 2 31

2 17 8 18

x x x x
W x

− − − −= = ≤
−

 

1 2 1 2
2 3

2 10 2 101

2 5 10 10

x x x x
W x

− − + − − += = ≤
− +

. 

Згідно методу обмежень, необхідно розв’язати таку задачу: 
мінімізувати 3x  при умовах: 
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При переході до двоїстої задачі отримаємо: 

1 2 3 4 5 6 7 817 10 4 2 3 3 7y y y y y y y y max+ + − + − + − →  

1 2 3 4 7 8

1 2 5 6 7 8

1 2

2 0

3 2 0

18 10 1

y y y y y y

y y y y y y

y y

+ + − + − ≤
 + + − + − ≤
 + ≤

 

Розв’язуючи дану задачу симплекс-методом, отримали у 
результаті наступні значення 1 4x ,=  2 3x ,=  3 0x ,=  отже 

( ) ( )22
544 3x , A A,H= ∈  – шуканий розв’язок. 

Висновки до розділу 

Формулюється постановка задачі комбінаторної оптимізації, 
що об’єднує проблему багатокритеріальності та комбінаторні 
властивості розв’язків. Досліджено складні задачі на комбіна-
торної множині розміщень із багатьма критеріями. Розглянуто 
деякі властивості допустимої області комбінаторної задачі, що 
має специфічні вхідні дані. Побудовано й обґрунтований засто-
сування методу направленого структурування до розв’язування 
екстремальних задач з лінійними функціями цілі на комбіна-
торній множині розміщень. Отримано розв’язок багатокрите-
ріальної задачі комбінаторної оптимізації на полірозміщеннях з 
багатьма критеріями та додатковими лінійними обмежень за 
допомогою комбінованого методу.  
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Розглянута модель багатокритеріальної задачі з урахуванням 
комбінаторних властивостей області допустимих розв’язків, яка 
може бути успішно застосована при розв’язанні різних практич-
них задач. Встановлено взаємозв’язок між багатокритеріальною 
задачею на комбінаторних конфігураціях та багатокритеріаль-
ною задачею на графі перестановок, розміщень, запропонований 
загальний метод направленого структурування, що об’єднує 
засоби комбінаторного аналізу та теорії графів і передбачає 
послідовне виконання трьох стадій: генерування у певній послі-
довності всіх елементів заданої комбінаторної конфігурації; 
побудову на її елементах орієнтованого графа, де дуга відпо-
відає спаданню значень цільової функції; побудову алгоритму 
розв’язку задачі на частково упорядкованих вершинах графа. 
Завдяки частковій упорядкованості часто вдається трудо-

місткість алгоритмів за даним методом звести до полінома від 
логарифму всієї кількості комбінаторних конфігурацій.  
У результаті проведених досліджень використані структурні 

властивостей комбінаторних конфігурацій та їх графів, які 
дають можливість розробляти ефективні алгоритми pозв’язання 
нових класів багатокритеріальих задач  на інших комбінаторних 
конфігураціях.  
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ПІСЛЯМОВА 

Після прочитання цієї монографії у читача повинно виник-
нути багато запитань до авторів. В цьому останньому слові ми 
хочемо передбачити їх зміст і заздалегідь на них відповісти. 
Зрозуміло, що перший і другий розділи не викликають непо-
розумінь, бо вони носять вступний характер і являються 
допоміжними до основної теми. Але вже починаючи з третього 
розділу, матеріал книги  викликає деяке відчуття незавершеності 
і спонукає до діалогу і детальнішого обговорення викладених 
результатів. В основному мова буде йти про деякі додаткові 
моменти та невикористані можливості для отримання нових, 
узагальнених результатів. 
В третьому розділі мова йде про методи генерації комбі-

наторних конфігурацій, серед яких особливу увагу приділено 
перестановкам. Звичайно, так як кількість перестановок дорів-
нює n!, то будь-який порядок їх переліку можна назвати їх 
генерацією. Теоретично можливо (n!)! генерацій перестановок з 
n елементів. В розділі наведено тільки найбільш відомі методи 
(лексикографічний, антилексикографічний, метод з мінімальною 
кількістю транспозицій, метод з транспозиціями сусідніх 
елементів) та додано власний метод переміщення максималь-
ного елемента. Граф перестановок побудовано лише для 
антилексикографічного методу як оптимального для лінійної 
цільової функції. Проте цікаво було б побудувати такий граф 
для методу з транспозиціями сусідніх елементів, в якому граф 
представляється у вигляді гамільтонового ланцюга, складеного з 
n шляхів, на яких функція почергово то спадає, то зростає. Ті ж 
побажання можна виказати відносно графів інших конфігурацій, 
які наведені далі. І взагалі, питання про співвідношення методу 
генерації комбінаторної конфігурації з відповідним графом цієї 
конфігурації та типом цільової функції має принциповий харак-
тер, тому потребує окремого, детальнішого розгляду. Тим біль-
ше, що це має пряме відношення до запропонованого методу 
розв’язування екстремальних задач на комбінаторних конфігу-
раціях, який має назву методу направленого структурування, 
конспективний виклад якого наведено в кінці даного розділу.  
В четвертому розділі розглядається задача оптимізації ліній-

ної функції на перестановках. В процесі розв’язання цієї задачі 
доводиться розв’язувати декілька важливих підзадач допоміж-
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ного характеру. Одна з них така: як за номером перестановки в 
даному методі генерації встановити саму перестановку. Існує і 
обернена підзадача: як за виглядом перестановки знайти її по-
рядковий номер у послідовності згенерованих за даним методом 
перестановок. Ці підзадачі розв’язані тільки для лексикогра-
фічного методу генерації, хоча цікаво розробити алгоритми їх 
розв’язання і для інших важливих методів. В зв’язку з цим 
напрошується питання: чи можливо побудувати алгоритм 
обчислення значення функції за номером перестановки, який 
вона має в даному способі генерації. Особливо треба виокре-
мити підзадачу про локалізацію значення функції,суть якої 
полягає в знаходженні такої перестановки (або декількох), на 
якій функція приймає певне задане значення. В розділі пропо-
нуються два методи розв’язання цієї проблеми для антилек-
сикографічного методу генерації – горизонтальний та коор-
динатний. В дечому вони мають схожість, тому було б бажано 
провести порівняльний аналіз та визначити їх складність. Для 
невеликих значень кількості вершин графа конфігурацій 
розроблено прийоми знаходження гамільтонового шляху, на 
якому лінійна функція монотонно спадає. Було б доречно роз-
робити це питання більш детально та для більших розмірів 
графів. Знову ж таки недостатньо, чисто конспективно висвіт-
лені проблеми, які виникають для перестановок з повтореннями 
елементів. Але особливо відчувається повна відсутність 
розв’язання (або навіть постановки) тих же підзадач для інших 
типів комбінаторних конфігурацій. 
В п’ятому розділі розглядається екстремальна задача на 

перестановках з дробово-лінійною цільовою функцією, тобто 
функцією, заданою як відношення двох лінійних функцій. Серед 
всіх таких функцій для початку вибрано найпростішу, де лінійні 
функції складають арифметичні прогресії. Доведено, що для 
таких функцій  граф перестановок ізоморфний графу перестано-
вок з лінійною цільовою функцією. Це означає, що граф 
перестановок представляє ієрархічну структуру зі спадаючою 
функцією відносно підграфів. У авторів є впевненість, що для 
довільної дробово-лінійної функції структура графів змінюється 
таким чином, що можна досить нескладно виявити підграфи, на 
яких досягаються локальні екстремуми цільової функції. Це 
потребує окремого дослідження, для якого не знайшлося місця в 
цьому розділі. І знову, як і в попередніх розділах, треба 
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відзначити недостатню увагу, приділену іншим комбінаторним 
конфігураціям.  
В шостому розділі розглядається загальна схема застосу-

вання методу направленого структурування до розв’язання 
стандартних екстремальних задач на комбінаторних конфігу-
раціях, тобто задач з обмеженнями. Цей розділ, на відміну від 
інших, написано достатньо повно, тобто в ньому метод 
демонструється не тільки на перестановках, а і на інших 
комбінаторних конфігураціях, крім того, не тільки для лінійної 
функції, а і для дробово-лінійної. Це дає змогу будувати подібні 
схеми для більш загальних випадків. Особливий науковий 
інтерес серед інших функцій  викликають такі як квадратична та 
інші поліноміальні функції. 
Останній, сьомий розділ, присвячений розв’язуванню оптимі-

заційних багатокритеріальних задач, – можна вважати, не має 
самостійного значення, бо він є синтезом сучасної теорії багато-
критеріальної оптимізації та методів дискретної оптимізації на 
комбінаторних конфігураціях, викладених в попередніх розді-
лах. Виявилося, що для цих задач, як і для однокритеріальних, 
можна з успіхом застосовувати ті ж методи побудови графів 
комбінаторних конфігурацій, локалізації значень функцій на 
графах, пошуку екстремума на частково упорядкованих 
множинах тощо. 
Підводячи підсумки, можна сказати, що дана книга є, перш за 

все, попередньою заявкою на дослідження досить об’ємної 
галузі дискретної математики з багатообіцяючим майбутнім, і 
цим самим вона повинна привернути увагу не тільки 
досвідчених вчених, але і молодих початківців. 
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