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В статье предлагается решение известной задачи о 

взвешенном паросочетании в произвольном графе H с n 

вершинами, путем сведения к одной из задач о паросочетании 

для двудольного графа с 2n вершинами. 

  

Pansichev A. V., Morozov A. V. polynomial algorithm for finding 

the weighted matchings in a graph. A well-known problem of the 

weighted matching in an arbitrary graph H with n vertices is 

reduced to one of the problems of the matching for a bipartite graph 

с 2n vertices. 
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Пусть ,( )H V U  – граф, где V – множество вершин, U – 

множество ребер (неориентированных пар вершин). В Н 

недопустимы петли и кратные или “параллельные” ребра.  

Задача о паросочетании состоит в нахождении в заданном 

графе ,( )H V U  паросочетания с наибольшим числом ребер 

(максимального паросочетания). В обобщении этой задачи 

заданы веса ребер – неотрицательные числа, и требуется 

определить максимальное паросочетание графа, содержащее 

ребра с минимальным (максимальным) суммарным весом. 
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Сформулированное обобщение называется задачей о 

взвешенном паросочетании (ЗВП). 

В условии рассматриваемой здесь ЗВП задан граф 

,( ),H V U  ,V n  в котором каждое ребро { },i j U  имеет вес 

0 ,ijc R  , 1,  ,i j n  
0R    множество неотрицательных 

действительных чисел. Требуется найти в графе H 

максимальное паросочетание с минимальной суммой весов 

ребер. 

Графу ЗВП ,( )H V U  соответствует симметричная матрица 

стоимостей (весов) ребер ,ij n
C c     где 0 ,ijc R  если { },i j U  

и ijc   иначе. Эта же матрица определяет двудольный граф 

,( ),D X Y E , где X, Y – множество вершин, ,X Y Y n    

, ,{( | },)E i j i X j Y       множество ребер с весами 

0 ,ijc R 2 .E V  Отсюда следует, что для решения 

поставленной задачи применимы идеи поиска в ширину в 

двудольных графах [1]. Ребро паросочетания M, связывающее 

вершины v и u, обозначим [ ],v u .  

Если  1 2 3 2 2 2 1 2,  ,  ,  ...,  ,  ,  k k kv v v v v v   – увеличивающий путь 

относительно паросочетания M в графе H, то P = 

=  1 2 3 2 2 2 1 2,  ,  ,  ...,  ,  ,  k k ki j i j i j       увеличивающий путь в 

двудольном графе ,( ),D X Y E
 
относительно паросочетания 

той же мощности, что и M.  

Процедура нахождения увеличивающего пути относительно 

текущего паросочетания базируется на следующем известном 

факте: если P – множество ребер увеличивающего пути 

относительно паросочетания M в графе H, то  M P  – 

паросочетание мощности | 1|M  .  

Допустимое решение ЗВП – это максимальное паросочетание 

взвешенного графа H. Поиск максимального паросочетания в H 

каким-либо методом завершается при выполнении условия 

теоремы, в следующей формулировке. Паросочетание M в графе 

H максимально тогда и только тогда, когда в H не существует 

увеличивающего пути относительно M [1].  
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Решением ЗВП является максимальное паросочетание optM  

минимальной стоимости в графе H. 

Пусть       1 1 2 3 4 2 3 2 2, , , ,  ,  ,k k kM i j i j i j     – паросочетание с 

наименьшей суммой  1kC M   весов 1k   ребер на множестве 

всех паросочетаний мощности 1k   в двудольном графе D, 

2k  . В графе H ему взаимно однозначно соответствует 

паросочетание   1 2, ,v v   3 4, , v v  ,   2 3 2 2,k kv v  . Положим 

        1 1 1 2 2 1 1, , , ,  ,  , ,    ,  , ,k l l k kM i j i i j i i j i i j i  
                  

li   

 lj i , где li  – номер вершины множества X,  lj i      номер 

вершины множества Y. В 1kM   все  2 2k   вершин 

пронумерованы различными числами множества  1,  2,    ,  ,n  

/ 2k n    . 

Обозначим   1

1 ,k k k kM M i j i
      – паросочетание, 

содержащее ребро  ,k ki j i    с наименьшим весом среди всех 

ребер, которые можно присоединить к  1kM  , kP
 
    кратчайший 

увеличивающий путь относительно паросочетания 1kM  , 

2

1k k kM M P  ,  1

kC M  и  2

kC M      стоимости паросочетаний 

1

kM  и 2

kM . 

Лемма. Если    2 1

k kC M C M , то  2( )k kC M C M , иначе 

   1 ,k kC M C M  kM      паросочетание с минимальной суммой 

весов k ребер в графе D. 

Очевидно, для некоторого k паросочетание kM  максимально. 

Тогда opt kM M  в графе ,( )H V U . Предлагаемый подход к 

решению ЗВП состоит в пошаговом нахождении в графе H 

паросочетаний kM , 1, optk M ,  в результате построения в 

двудольном графе D каждого кратчайшего увеличивающего 

пути kP  относительно kM , нахождения паросочетаний 1

1kM   и 
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2

1k k kM M P    и выбора из них 
1kM 
. 

Предлагаемый подход сформулирован в виде алгоритма с 

впеменной сложностью  3O n . 
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